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ІНТЕРВАЛЬНІ СТАТИСТИКИ ВИЗНАЧЕННЯ ДІАГНОСТИЧНИХ ПАРАМЕТРІВ 
ЕНЕРГЕТИЧНИХ УСТАНОВОК ПРИ НЕГАУСІВСЬКОМУ РОЗПОДІЛІ 

ВИХІДНИХ ДАНИХ  

Пропонується підхід до визначення інтервальних оцінок  значень діагностичних параметрів технічного 
стану енергетичних установок, зокрема, тих, що побудовані на основі газотурбінних двигунів, при сте-
ндових випробуваннях і довготривалій експлуатації в умовах негаусівського розподілу вихідних даних. 
Актуальність вирішення вказаного науково-прикладного завдання зумовлена необхідністю визначення 
відповідності результатів стендових випробувань вимогам технічних умов і поточного аналізу техніч-
ного стану зазначених об’єктів для встановлення можливості їх експлуатації за встановленим ресур-
сом. Виконано аналіз і порівняння методів інтервальної оцінки значень діагностичних параметрів тех-
нічного стану енергетичних установок у вигляді часових рядів з урахуванням відмінності від нормаль-
ного розподілу вихідних даних. Часові ряди значень діагностичних параметрів технічного стану енерге-
тичних установок є реалізаціями випадкових процесів, стохастична складова яких зумовлена випадко-
вими збуреннями та природою процесів перетворення енергії. Встановлено, що відмінність розподілу 
вихідних даних від нормального може значно зміщувати інтервали оцінок перших моментів розподілу 
значень вимірювальних діагностичних параметрів енергетичних установок. Відповідно, таке зміщення 
інтервальних оцінок потребує коригування результатів стендових випробувань і оцінки технічного 
стану енергетичних установок у процесі довготривалої експлуатації вказаних об’єктів. 
Запропонована удосконалена методика аналітичного вирішення поставленого науково-прикладного за-
вдання, що дозволяє отримати інтервальні оцінки діагностичних параметрів енергетичних установок 
в умовах негаусівського розподілу вихідних даних.  

Ключові слова: технічний стан, математичне моделювання, енергетичні установки, газотурбінний 
двигун, часові ряди, статистична модель, інтервальна оцінка 

Вступ 

Проблемні питання підвищення надійності діаг-
ностичних висновків щодо відповідності технічного 
стану складних енергетичних установок норматив-
ним вимогам полягають у поточний час у отриманні 
достовірних оцінок таких параметрів, що визначають 
справний технічний стан. Сучасні методи оціню-
вання технічного стану складних енергетичних уста-
новок мають високий рівень досконалості та спира-
ються на новітні технології багатовимірного аналізу 
даних, віддаленого моніторингу, штучного інтелекту 
та інші.  

Але теоретичне, методичне та програмно-алго-
ритмічне забезпечення таких технологій загалом ба-
зується на так званих «лінійних» моделях, однією з 
яких статистична модель породження даних 
(СМПД). Вказана модель передбачає випадкову 
складову у вихідних даних як вибірку із сукупності 
незалежних некорельованих випадкових величин, що 
розподілені за нормальним (гаусівським) законом 
(модель ННВВН). Тобто, нормальний закон адитив-
ної випадкової складової є апріорною гіпотезою для 

можливості застосування відомих методів приклад-
ної статистики, а саме, методів інтервальних оцінок, 
головних компонент, дисперсійного аналізу, трендо-
вого контролю та аналізу, тощо. 

Практика застосування систем контролю та діа-
гностування (СКД) стану енергетичних установок, 
зокрема, що побудовані на основі газотурбінних дви-
гунів (ГТД), при стендових випробуваннях і довго-
тривалій експлуатації, вказує, що виміри деяких діа-
гностичних параметрів ГТД не відповідають вихід-
ному припущенню щодо належності до вибірки із су-
купності незалежних некорельованих випадкових ве-
личин, що розподілені за гаусівським законом. До та-
ких діагностичних параметрів ГТД належать, що 
найменше, вібропараметри та температура газів за 
турбіною. 

Тому дослідження щодо визначення інтерваль-
них оцінок значень діагностичних параметрів техні-
чного стану енергетичних установок, зокрема, що по-
будовані на основі газотурбінних двигунів,  при сте-
ндових випробуваннях і в довготривалій експлуатації 
в умовах негаусівського розподілу вихідних даних 
вимірів таких параметрів, є актуальним іа важливим 
науково-прикладним завданням. 
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1. Формулювання проблеми

Оцінювання значень параметрів технічного 
стану енергетичних установок, зокрема, що побудо-
вані на основі газотурбінних двигунів, при стендових 
випробуваннях і довготривалій експлуатації, є, мож-
ливо, найпершим етапом обробки вихідних даних. На 
такому етапі, по перше, встановлюються інтервали 
стаціонарності таких даних, які характеризують від-
повідний режим ГТД. На встановлених інтервалах 
стаціонарності необхідно визначити усталене зна-
чення відповідного параметру, чи сукупності параме-
трів, для встановлення відповідності технічним умо-
вам (ТУ), та середньоквадратичні похибки таких зна-
чень. Таким чином, вихідні дані становлять виміри 
фізичних параметрів технічного стану, які є реаліза-
ціями процесів перетворення енергії та містять випа-
дкову складову. Випадкова складова, яка зазвичай 
вважається адитивною, є наслідком похибок вимірю-
вання та особливостей процесів перетворення енер-
гії. 

За нормативними документами (ДСТУ та ISO), 
отримані дані мають деякі інтервальні оцінки, які, 
власне, вказують на відповідність результатів випро-
бувань чи експлуатації вимогам ТУ. 

Такі інтервальні оцінки, що встановлені норма-
тивними документами, базуються на вихідній гіпо-
тезі про те, що випадкову складову у вихідних даних 
можливо розглядати як вибірку із сукупності неза-
лежних некорельованих випадкових величин, що 
розподілені за гаусівським законом. Однак, така гі-
потеза, на жаль, може бути спростована за відомими 
критеріями для деяких важливих діагностичних па-
раметрів, зокрема, для температурних параметрів і 
рівня вібрації.  

Таким чином, дослідження щодо визначення ін-
тервальних оцінок значень діагностичних параметрів 
технічного стану енергетичних установок, зокрема, 
що побудовані на основі газотурбінних двигунів, при 
стендових випробуваннях і в довготривалій експлуа-
тації в умовах негаусівського розподілу вихідних да-
них дозволяють встановити наближені до реальних 
межі вказаних оцінок.  

Отже, має місце протиріччя між можливостями 
сучасних методів прикладної статистики та реаль-
ними обмеженнями їх застосування для діагносту-
вання технічного стану енергетичних установок в 
умовах негаусівського розподілу вихідних даних. 

Дослідженню часових рядів, що характеризу-
ють процеси в різноманітних об’єктах, та розробці 
методів їх аналізу присвячено низку фундаменталь-
них робіт 1–6. Прикладні дослідження у вказаному 
напрямку розглянуті в 7, 8, 9. 

Метою пропонованого дослідження є вирішення 
вказаного протиріччя шляхом удосконалення статисти-
чної моделі породження даних (СМПД), яка враховує 
негаусівський розподіл вихідних даних, та отримання в 
аналітичному вигляді математичного опису інтерваль-
них оцінок перших моментів такого розподілу. 

2. Вирішення проблеми

2.1. Інтервальні оцінки значень діагностичних 
параметрів технічного стану енергетичних  

установок 

Інтервальні оцінки перших моментів розподілу 
вихідних даних у вигляді часових рядів вимірів за 
умови прийняття гіпотези моделі ННВВН для адити-
вної випадкової складової мають відомий наступний 
вигляд, що нормований вимогами документами 
(ДСТУ та ISO). 

Довірчий інтервал для першого моменту розпо-
ділу спирається на гіпотезу, що центрована та нормо-
вана випадкова величина, яка відповідає моделі 
ННВВН, має розподіл Стьюдента. Тому довірчий ін-
тервал становить 

N q N q
S S

m t m m t ,
N N

     

де Nm  – вибіркове значення середнього,

S  – квадрат вибіркового середньоквадратич-
ного значення,  

qt  – квантиль розподілу Стьюдента на рівні зна-

чимості q , або з довірчою ймовірністю 1 q,  

N – обсяг вибірки. 

Довірчий інтервал для другого моменту розпо-
ділу спирається на гіпотезу, що сума квадратів 
центрованих та нормованих випадкових величин, що 

відповідають моделі ННВВН, має розподіл 2 . Тому 

довірчий інтервал становить 

2v v
2 2
2 1

(N 1)*S (N 1)*S
,

 
  

 

де vS . – виправлена вибіркова дисперсія,

v
N*S

S ,
N 1




2 2
2 1,   – критичні значення розподілу на завда-

ному рівні значимості, а саме 
2 2
1 1 q/2,N 1,   

2 2
2 q/2,N 1.  

Відповідні розподіли приймаються в наступ-
ному відомому 10 вигляді. 
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де   – гамма-функція,  

N – число ступенів свободи. 

Розуміється, що вказані інтервальні оцінки пер-
ших моментів розподілу вихідних даних можуть бути 
застосовані тільки за умови прийняття гіпотези щодо 
моделі ННВВН адитивної випадкової складової. Пе-
ревірка справедливості такої умови виконується за 
допомогою відомих критеріїв узгодження, зокрема 

Колмогорова – Смирнова, 2  та інших. 

Але в альтернативному випадку такі інтервальні 
оцінки не є дійсними. 

Практика застосування критеріїв узгодження до 
реальних даних не підтверджує відповідність опор-
ній гіпотезі для деяких параметрів технічного стану. 

 
2.2. Вихідна гіпотеза щодо  

статистичної моделі породження даних 
 

Характер розподілу даних вимірів повністю ви-
значається функцією щільності ймовірності (ФЩЙ). 
У випадку негаусівського  розподілу необхідно вра-
хувати моменти третього та четвертого порядків, 
оскільки асиметрія та ексцес можуть бути оцінені 
безпосередньо по вибірках даних вимірів і нормовані 
ДСТУ чи відповідними ISO. Ексцес і його відмін-
ність вказує на наявність значних відхилень у вибірці 
вихідних даних, що є суттєвим чинником при діагно-
стиці та проявляється у вигляді так званих «тяжких 
хвостів» у ФЩВ. У подальшому в основному розгля-
дається вплив значень моменту четвертого порядку 
при негаусівському розподілі вихідних даних на 
зміну довірчих ймовірностей інтервальних оцінок се-
реднього і дисперсії.   

Відомо 10, що довільна ФЩВ може бути пред-
ставленою через її моменти нескінченним рядом 
Эджворта (Грамма-Шарлье): 

 n
a n nn

n 0

b1
f (x) f (x) H x ,

n!







             (1) 

де nf (x)  – ФЩВ нормального розподілу,  

 nH x   – одновимірні поліноми Чебишева – Ер-

міта,  

nb  – квазимоменти розподілу.  

Відповідно нормативним документам, урахову-
ються тільки перші два моменти для моделі ННВВН 
та ще третій і четвертий моменти, які відповідають 
коефіцієнту асиметрії та ексцесу для моделі негаусів-
ського розподілу вихідних даних.  

З урахуванням третього та четвертого моментів, 
ФЩЙ розподілу вихідних даних має наступний ви-
гляд: 

   1
3 4 2

na n 2
1 1

f (x) f (x) 1 j x 3x j x 6x 3 ,
3! 4!

       
 

 (2) 

де 3
1 3j / ,    4

2 4j / 3     – коефіцієнти аси-

метрії та ексцесу, відповідно,  

3 4,   – центральні моменти третього та четве-

ртого порядку, відповідно.  
Але пропонована модель має значні обмеження 

щодо значень ексцесу, оскільки існує незаперечна 
вимога позитивності ФЩЙ у діапазоні її значень. 
Тому в поточному дослідженні пропонується більш 
досконала модель, яка забезпечує виконання вказаної 
умови, а саме у вигляді 

 
   

1
3

na n
4 2

2

1
1 j x 3x

3!f (x) f (x) C,
1

j x 6x 3 x
4!

    
 
     
 

 

де  x  – деяка невід’ємна функція,  

C  – нормуючий множник.  

 
2.3. Алгоритм вирішення завдання 

 
Як це обґрунтовано, основним питанням вирі-

шення зазначеної проблеми встановлення інтерваль-
них оцінок вихідних даних є визначення аналітич-

ного вигляду ФЩЙ, що відповідає розподілу 2 .  

Але розподіл 2 , за його статистичною інтерп-

ретацією, є розподілом суми квадратів N  випадко-

вих величин, які відповідають моделі ННВВН. Якщо 
такої відповідності немає, то такий розподіл не має 
властивостей вказаного. Тому доцільно ввести саме 
позначення розподілу суми квадратів ННВВ без 
умови нормальності закону розподілення вихідних 
даних, а саме розподілу СКННВВ. Тому вирішення 
центрального завдання дослідження складається у 
визначенні аналітичного вигляду ФЩЙ розподілу 

СКННВВ у порівнянні з розподілом 2 , з метою ви-

значення впливу ексцесу на зміщення квантилів та рі-
внів значимості інтервальних оцінок. 
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Розроблений авторами алгоритм отримання ро-
зподілу СКННВВ для моделі (2) має наступний ви-
гляд: 

- Отримання ФЩЙ квадрата ВВ відповідно
до моделі (2) та її модифікації. 

- Перехід в область зображень.
- Зведення функції зображення в необхідний

степінь. 
- Зворотне перетворення та отримання ори-

гіналу. 
Усі зазначені перетворення виконані в аналіти-

чному вигляді.  
Отримання ФЩЙ квадрата ВВ відповідно мо-

делі (2) дає наступний відомий результат 8 для ви-

падку 1j 0, :

   
 2

20,5 z/2
1

j z 6z 3
f z 2 z e 1 .

24
 

       
 

 

У результаті виконання пропонованого алгоритму 
отримується шукана ФЩЙ СКННВВ для моделі (2): 

 2
2

N 2k
k 2k rn
2 kr

k 1 r 0

0, y 0,

f
f y 1 j a y , y 0,


 




       
 

 
 (3) 

де kra const.
Параметри отриманого розподілу залежать від 

параметрів вихідного розподілу (2), але вказані зале-
жності мають досить складний і громіздкий характер 
і не можуть бути наведені в форматі наукової статті. 
Але пропонований алгоритм є вичерпним і доступ-
ним для його використання.  

Вигляд отриманого розподілу для моделі (2) 
ілюструє рис. 1. На рис. 2 наведено порівняння отрима-
ного розподілу зі стандартним при помірному значенні 
ексцесу. 

Рис. 1. Розподіл (3) при N 20  

Рис. 2. Розподіл (3) при N 20 j2 1

Отримання розподілу, що є відповідним розпо-
ділу Стьюдента для моделі (2), є більш простим за-
вданням. За статистичною інтерпретацією, такий 
розподіл є результатом утворення відношення ВВ за 
моделлю (2) до ВВ, що є коренем від такої, що розпо-
ділена за законом (3) 10. Відповідні результати та-
кож отримано в аналітичному виді 7,8. 

3. Результати вирішення завдання

Результати вирішення встановленого науково-
прикладного завдання полягають у тому, що навіть 
помірні відмінності ексцесу розподілу вихідних да-
них від його значення для нормального розподілу 
значно зміщують квантилі розподілу СКННВВ. Від-
повідно, змінюються межі інтервальних оцінок на за-
даному рівні значимості.  

Але в діапазоні важливих для практичних засто-
сувань значень довірчої ймовірності 0,9….0,95 кван-
тилі розподілу, що є аналогом розподілу Стьюдента, 
не мають суттєвої зміни. Тому стандартні інтервальні 
оцінки середнього, навіть за умови негаусівського 
розподілу в межах моделі (2), мають високу достові-
рність щодо ексцесу розподілу вихідних даних. На-
проти, інтервальні оцінки дисперсії мають значне 
зміщення в сторону їх розширення. 

Висновки 

Мета дослідження у вигляді удосконалення ста-
тистичної моделі породження даних (СМПД), яка 
враховує негаусівський розподіл вихідних даних, і 
отримання в аналітичному вигляді математичного 
опису інтервальних оцінок перших моментів такого 
розподілу досягнута аналітичним обґрунтуванням 
вирішення поставленого науково-прикладного за-
вдання. 
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Установлено, що пропонований алгоритм аналі-
тичного опису важливих розподілів щодо інтерваль-
ної оцінки вихідних даних в умовах негаусівського 
вигляду такого розподілу надає можливість удоско-
налити методи визначення усталеного середнього та 
межі середньноквдратичної похибки такого визна-
чення.  

Перспективою подальших досліджень є засто-
сування пропонованого підходу для визначення інте-
рвальних оцінок при наявності асиметрії в розподілі 
вихідних даних.  

Внесок авторів: формулювання проблеми – 
В. Ф. Миргород, І. М. Гвоздева; огляд та аналіз ін-
формаційних джерел – І. М. Гвоздева; розробка ме-
тодики – В. Ф. Миргород, І. М. Гвоздева; аналіз ре-
зультатів досліджень – В. Ф. Миргород, І. М. Гвоз-
дева 

Конфлікт інтересів 
Автори заявляють, що немає конфлікту інтере-

сів щодо цього дослідження, фінансового, особис-
того, авторського чи іншого, який міг би вплинути на 
дослідження та його результати, представлені в цій 
статті. 

Фінансування 
Дослідження проводилося без фінансової підт-

римки. 

Наявність даних 
Дані будуть надані за обґрунтованим запитом. 

Використання штучного інтелекту 
Автори підтверджують, що вони не використо-

вували технології штучного інтелекту при створенні 
даної роботи. 
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INTERVAL STATISTICS FOR DETERMINING DIAGNOSTIC PARAMETERS OF POWER PLANTS 
WITH A NON-GAUSSIAN DISTRIBUTION OF OUTPUT DATA 

Volodymyr Myrhorod, Iryna Hvozdeva 

An approach is proposed for determining interval estimates of diagnostic parameters of the technical condition 
of power plants, in particular those built on the basis of gas turbine engines, during bench tests and long-term operation 
under conditions of a non-Gaussian distribution of output data. The relevance of solving the specified scientific and 
applied problem lies in the need to determine the compliance of bench test results with the requirements of the 
technical conditions and the current analysis of the technical condition of the specified objects, to establish the 
possibility of their operation within the established resource. An analysis and comparison of methods for interval 
estimation of diagnostic parameter values for the technical condition of power plants, expressed as time series, were 
performed, accounting for departures of the output data from normality. Time series of values of diagnostic parameters 
of the technical condition of power plants are realizations of random processes, the stochastic component of which is 
caused by random disturbances and the nature of energy conversion processes. It has been established that deviations 
in the distribution of the initial data from normality can significantly shift the intervals for estimating the first moments 
of the distribution of the values of the measuring diagnostic parameters of power plants. Accordingly, such a shift in 
interval estimates requires correcting bench test results and assessing the technical condition of power plants during 
the long-term operation of the specified objects. An improved method of analytical solution of the set scientific and 
applied problem is proposed, which allows obtaining interval estimates of diagnostic parameters of power plants under 
conditions of non-Gaussian distribution of the initial data.  

Keywords: technical condition, mathematical modeling, power plants, gas turbine engine, time series, statistical 
model, interval estimation, technical condition 
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