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ПІДХОДИ ДО ВИЗНАЧЕННЯ ПЛАСТИЧНОЇ ЗОНИ У ВЕРШИНІ ВТОМНОЇ 

ТРІЩИНИ ПРИ РОЗРАХУНКАХ ДОВГОВІЧНОСТІ 
 

У статті виконано огляд основних підходів до оцінки пластичної зони, що формується в околі вершини 

втомної тріщини та проаналізовано її врахування в розрахунках довговічності авіаційних конструкцій. 

Актуальність теми зумовлена тим, що більшість елементів планера працює в умовах багатоциклового 

та змінного навантаження, а наявність тріщин або концентраторів напружень може призводити до 

локального пластичного деформування навіть за відносно невисокого рівня номінальних напружень. У 

межах лінійно-пружної механіки руйнування (ЛПМР) напруження мають сингулярність у вістрі трі-

щини, тобто необмежено зростають при наближенні до її вершини. Однак у реальних конструкційних 

матеріалах таке зростання обмежується досягненням границі текучості, унаслідок чого формується 

пластична зона, розміри та форма якої впливають на коректність застосування параметрів ЛПМР. У 

роботі розглянуто напружений стан біля вершини тріщини, роль коефіцієнта інтенсивності напру-

жень (КІН), умови виникнення пластичних деформацій за критеріями Mises та Tresca, а також відмін-

ності між плоским напруженим та плоским деформованим станами. Окрему увагу приділено класичним 

аналітичним моделям Irwin, Леонова – Панасюка - Dugdale та їх модифікаціям. Проаналізовано експе-

риментальні та чисельні методи уточнення пластичної зони, зокрема метод мікротвердості, метало-

графічного травлення, цифрову кореляцію зображень (digital image correlation – DIC) та метод скінчен-

них лементів (МСЕ). Розглянуто вплив пластичної зони на ріст втомної тріщини, зокрема розрізнення 

монотонної та циклічної пластичних зон, пластично-індуковане закриття тріщини, ефекти переван-

тажень, недовантажень і взаємодії навантажень у спектрі. Моделі Wheeler, Willenborg, Generalized 

Willenborg, Hsu, FASTRAN та смугової текучості розглянуто як підходи, в яких у різний спосіб урахову-

ються наслідки локального пластичного деформування біля вершини тріщини та в її сліді. Окремо роз-

глянуто врахування пластичної зони в нормативних і довідкових документах. Показано, що в інженерній 

практиці найбільш поширеним способом урахування пластичної зони залишається поправка Irwin. 

Установлено, що оцінка пластичної зони є важливою складовою аналізу довговічності та залишкової 

міцності авіаційних конструкцій.  
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Вступ 
 

Одним із ключових завдань забезпечення безпе-

чної експлуатації авіаційних конструкцій є прогнозу-

вання довговічності елементів конструкцій з тріщи-

нами. У процесі експлуатації елементи планера за-

знають дії змінних навантажень, що можуть призво-

дити до зародження та поступового росту втомних 

тріщин. Для оцінки допустимості таких пошкоджень 

широко застосовується підхід damage tolerance, у ме-

жах якого конструкція розглядається як така, що 

може експлуатуватись за наявності дефектів, якщо 

їхній розвиток не призведе до втрати несучої здатно-

сті протягом заданого інтервалу контролю. 

Базовим інструментом для аналізу тріщин у кон-

струкціях є лінійно-пружна механіка руйнування 

(ЛПМР), відповідно до якої напружено-деформова-

ний стан (НДС) біля вершини тріщини описується че-

рез коефіцієнт інтенсивності напружень (КІН)  К, а 

ріст втомної тріщини – через розмах КІН  ΔК. Водно-

час класичний лінійно-пружний опис має принци-

пове обмеження. Теоретично напруження біля вер-

шини тріщини мають сингулярний характер і необ-

межено зростають при наближенні до її вершини. У 

реальному матеріалі таке зростання неможливе, оскі-

льки після досягнення границі текучості виникають 

локальні пластичні деформації. Область, у якій мате-

ріал переходить у пластичний стан, називається пла-

стичною зоною біля вершини тріщини [1]. 

Оцінка розміру та форми пластичної зони має 

важливе значення для визначення меж застосовності 

ЛПМР. Якщо пластична зона є малою порівняно з до-

вжиною тріщини, розмірами елемента та відстані до 
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границі конструкції, то умова маломасштабної плас-

тичності вважається виконаною, а використання па-

раметрів К та ∆К є обґрунтованим [2]. Якщо ж плас-

тична зона стає значною, лінійно-пружний підхід 

може давати неточні результати, і виникає необхід-

ність використання пружно-пластичних підходів. 

Пластична зона має значення не лише як лока-

льна область порушення лінійно-пружної поведінки 

матеріалу, але й як важливий фактор у розрахунках 

росту втомних тріщин за змінного навантаження. Пі-

сля перевантаження біля вершини тріщини може 

сформуватися збільшена область пластично дефор-

мованого матеріалу, яка впливає на подальший ріст 

тріщин через залишкові пластичні деформації, стис-

кальні залишкові напруження та пластично-індуко-

ване закриття тріщини. Саме тому в моделях взаємо-

дії навантажень, таких як Wheeler, Willenborg, 

Generalized Willenborg, Modified Generalized 

Willenborg, Hsu, FASTRAN та інші [3-7], у різний 

спосіб ураховуються наслідки локальної пластично-

сті вершини тріщини. Водночас ці моделі не є пря-

мими методами визначення пластичної зони, а відо-

бражають її вплив на процес поширення тріщини в 

умовах реального спектрального навантаження. 

Метою цієї статті є систематизація основних 

підходів до оцінки пластичної зони в околі вершини 

тріщини та аналіз їхнього застосування в розрахун-

ках довговічності авіаційних конструкцій.  

 

1. Формування пластичної зони  

біля вершини тріщини 
 

При аналізі елементів конструкцій із тріщинами 

одним із базових підходів є ЛПМР, яка передбачає, 

що матеріал поза невеликою областю біля вершини 

тріщини деформується пружно.  

 

1.1. Напружений стан біля вершини тріщини 
 

Класичний опис напруженого стану в околі вер-

шини тріщини базується на розв’язках Westergaard, 

які дозволяють описати асимптотичне поле напру-

жень у лінійно-пружному ізотропному тілі. Основ-

ною особливістю такого поля є сингулярність напру-

жень, тобто їх зростання при наближенні до вершини 

тріщини за законом, обернено пропорційним квадра-

тному кореню з відстані до вершини. Для тріщини 

нормального відриву, що відповідає першій моді 

руйнування компоненти напружень у полярній сис-

темі координат із початком у вершині тріщини мо-

жуть бути подані в загальному вигляді: 

( )ij ij
K

f регулярні члени
2 r

 
 =  + 

 
,       (1) 

де ij – тензор напружень; 

K – коефіцієнт інтенсивності напружень; 

r та  – координати точки в полярній системі 

координат; 

ijf – безрозмірна функція кута ( )i, j x, y = . 

КІН для тріщини в елементі конструкції можна 

записати як 

1K Y a=   ,                            (2) 

де   – номінальне напруження; 

a – розмір тріщини; 

Y – безрозмірний геометричний коефіцієнт, 

який враховує геометрію та схему навантаження. 

Зі збільшенням довжини тріщини або прикладе-

ного навантаження 1K  зростає, відповідно зростає й 

рівень локальних напружень біля вершини тріщини. 

У межах лінійно-пружного розв’язку при r 0→  на-

пруження теоретично прямують до нескінченності. 

Однак у реальному матеріалі таке зростання обмежу-

ється досягненням границі текучості, після чого від-

бувається перерозподіл напружень і формується пла-

стична зона. 

 

1.2. Умови виникнення пластичних  

деформацій 
 

Оскільки біля вершини тріщини формується 

складний багатовісний напружений стан, оцінка по-

чатку пластичного деформування не може бути зве-

дена лише до порівняння однієї компоненти напру-

жень із границею текучості. Для цього застосовують 

критерії текучості, серед яких для металевих конс-

трукційних матеріалів найбільш поширеними є кри-

терій Mises та критерій Tresca [8, 9]. 

Критерій текучості Mises, або критерій питомої 

енергії формозміни, передбачає, що текучість матері-

алу починається тоді, коли еквівалентне напруження 

досягає границі текучості при одновісному розтягу. 

Напруження за Mises, виражене через головні напру-

ження, визначається як 

( ) ( ) ( )
2 22

екв 1 2 2 3 3 1
1

2
  =  − +  − +  −
  

,  (3) 

де 1 2 3, ,    – головні напруження. 

Умова початку пластичного деформування 

записується у вигляді 

екв 0,2   ,                               (4) 

де 0,2 – границя текучості матеріалу. 

Критерій Tresca, або критерій максимальних 

дотичних напружень, базується на припущенні, що 

текучість починається тоді, коли максимальне 

дотичне напруження досягає критичного значення. 

Умова початку пластичного деформування Tresca, 
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виражене через головні напруження, визначається як 

1 3 0,2 −   ,                            (5) 

1 2 0,2 −   ,                            (6) 

3 1 0,2 −   .                            (7) 

Порівняно з критерієм Mises, критерій Tresca 

зазвичай дає більш консервативну оцінку початку те-

кучості. Це означає, що за однакових умов 

навантаження зона, визначена за критерієм Tresca, 

може бути більшою, ніж зона, отримана за критерієм 

Mises (див рис. 1). 

 

 
а 

  
б 

Рис. 1 Форма пластичної зони біля вершини 

тріщини для моди I відповідно до: 

а – критерію Tresca, б – критерію Mises 

 

1.3. Плоский напружений стан  

та плоский деформований стани 
 

Розмір і форма пластичної зони суттєво зале-

жать від типу напружено-деформованого стану, який 

реалізується біля вершини тріщини. У механіці руй-

нування зазвичай розглядають два граничні випадки: 

плоский напружений стан і плоский деформований 

стан [1]. 

Слід зазначити, що в реальних конструкціях не 

існує абсолютно плоского напруженого або абсолю-

тно плоского деформованого стану. Це є розрахун-

кові ідеалізації, які застосовують для спрощення ана-

лізу. У тонкостінних елементах конструкції напру-

ження по товщині навряд чи є нульовими, однак вони 

можуть бути значно меншими порівняно з 

напруженнями в площині елемента. У такому випа-

дку приймають умову плоского напруженого стану. 

Це припущення є корисним, оскільки дозволяє за-

мість шести незалежних компонентів напруженого 

стану розглядати лише три основні компоненти в 

площині елемента. У цьому випадку приймають: 

z 0 = ,                                   (8) 

де z  – напруження по товщині матеріалу. 

За таких умов матеріал має більшу можливість 

пластично деформуватися в напрямку товщини, а обме-

ження пластичної течії є меншим. Тому пластична зона 

біля вершини тріщини в умовах плоского напруженого 

стану має порівняно більші розміри.  

Для елементів значної товщини більш придат-

ною ідеалізацією є плоский деформований стан. У 

цьому випадку деформація в напрямку товщини та-

кож навряд чи є абсолютно нульовою, однак через 

значне обмеження деформування вона є малою порі-

вняно з деформаціями в площині елемента. Тому 

приймають 

z 0 = ,                            (9) 

де z  – деформація по товщині матеріалу. 

За таких умов у матеріалі виникає додаткова 

компонента напружень у напрямку товщини, що 

формує більш виражений тривісний напружений 

стан. Підвищення тривісності обмежує пластичну 

течію, тому пластична зона в умовах плоскої 

деформації є меншою, ніж у випадку плоского 

напруженого стану.  

Пластична зона може змінювати свою форму та 

розміри по товщині, що схематично покано на рис. 2. 

 

 
 

Рис. 2 Формування пластичної зони по товщині 

пластини  

 

2. Підходи до оцінки та визначення  

пластичної зони 
 

Оцінка пластичної зони біля вершини тріщини 

може виконуватись різними способами залежно від 

мети аналізу, наявних вихідних даних, складності ге-

ометрії конструкції та необхідної точності результа-

тів. У загальному випадку підходи до визначення 
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пластичної зони можна поділити на аналітичні, екс-

периментальні та чисельні. 

Аналітичні підходи дають змогу отримати про-

сті розрахункові залежності між розміром пластичної 

області, КІН і границею текучості матеріалу. Вони є 

зручними для попередніх інженерних оцінок і пере-

вірки умови маломасштабної пластичності. 

Експериментальні методи дозволяють безпосередньо 

досліджувати прояви пластичного деформування в 

околі вершини тріщини. Чисельні методи, насампе-

ред метод скінченних елементів, дають можливість 

враховувати реальну геометрію конструкції, нелі-

нійні властивості матеріалу, тривимірний напру-

жено-деформований стан, контактні взаємодії. 

 

2.1. Аналітичні та ніпіваналітичні підходи:  

модель Irwin, Леонова – Панасюка – Dugdale  

та когезійні моделі 
 

Одним із найпоширеніших підходів до оцінки 

розміру пластичної зони є модель Irwin. Її основна 

ідея полягає в тому, що поблизу вершини тріщини 

напруження, визначені за лінійно-пружним розв’яз-

ком, зростають за сингулярним законом. Тому плас-

тичне деформування починається на такій відстані 

від вершини тріщини, де локальне напруження дося-

гає границі текучості матеріалу [2]. 

Для умов плоского напруженого стану характе-

рний розмір пластичної зони за Irwin визначається за-

лежністю 

2

p
0,2

1 K
r

2

 
=  

   

,                           (10) 

де pr – розмір пластичної зони. 

Для умов плоскої деформації, коли пластичне 

деформування обмежене більш вираженим тривіс-

ним напруженим станом, розмір пластичної зони 

приймають меншим: 

2
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6

 
=  

   

,                           (11) 

Таким чином, за однакового значення KⅠ плас-

тична зона в умовах плоского напруженого стану 

приблизно втричі більша, ніж в умовах плоского де-

формованого стану. Модель Irwin є зручною для по-

передніх інженерних оцінок, оскільки використовує 

лише параметри, які зазвичай відомі в розрахунках 

механіки руйнування: КІН і границю текучості мате-

ріалу. 

Irwin також запропонував ураховувати пласти-

чну зону через введення ефективної довжини трі-

щини. Фізичний зміст такого підходу полягає в тому, 

що внаслідок пластичного деформування вершина 

тріщини притуплюється, а реальна тріщина пово-

диться так, ніби її довжина є більшою за видиму фі-

зичну довжину: 

effa a a= +  ,                             (12) 

де effa  – ефективна довжина тріщини;  

a – фізична довжина тріщини;  

Δa – поправка, пов’язана з пластичною зоною. 

Разом з тим модель Irwin має обмеження. Вона 

базується на спрощеному описі пластичної області та 

припущенні про маломасштабну пластичність. У ви-

падку, коли віддалене напруження наближається до 

границі текучості, така модель може давати некорек-

тну оцінку, оскільки передбачає скінченний розмір 

пластичної зони навіть у ситуації, коли пластичне де-

формування має поширюватися на значно більшу об-

ласть. Якщо ж пластичне деформування поширю-

ється на значну частину перерізу, припущення лі-

нійно-пружної механіки руйнування втрачають коре-

ктність, і доцільніше використовувати моделі смуго-

вої текучості, зокрема схему Леонова-Панасюка- 

Dugdale. У літературі зазначається, що порівняно з 

такою схемою поправка Irwin може недооцінювати 

довжину пластичної зони приблизно на 20 % [10]. 

Іншим класичним підходом до оцінки пластич-

ної зони є модель смугової текучості (strip-yield 

model), яку в літературі часто пов’язують із роботами 

Dugdale, Леонова та Панасюка [11, 12]. На відміну від 

моделі Irwin, у якій пластична зона часто інтерпрету-

ється як локальна область перед вершиною тріщини, 

в цьому підході пластичне деформування розгляда-

ється як вузька смуга, що лежить у площині тріщини 

та продовжує її перед вершиною.  

Основне припущення полягає в тому, що вся 

пластична деформація зосереджена у вузькій смузі 

перед вершиною тріщини, а напруження в цій смузі 

дорівнюють границі текучості матеріалу. 

Фізично модель смугової текучості можна пред-

ставити як тріщину з ефективною довжиною: 

2a 2p 2c+ = ,                             (13) 

де 2a  ‒ фізична довжина тріщини;  

p  ‒ довжина пластичної зони біля кожної вер-

шини тріщини;  

2c  ‒ ефективна довжина тріщини з урахуван-

ням смугової пластичної зони. 

Для центральної тріщини в нескінченній плас-

тині вираз для пластичної зони за Dugdale можна за-

писати як 
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Із моделями смугової текучості тісно пов’язана 

когезійна модель тріщини. Її основна ідея полягає в 
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тому, що перед вершиною реальної тріщини вво-

диться додаткова зона зчеплення, або зона передруй-

нування, в якій поверхні тріщини ще не є повністю 

вільними, а взаємодіють між собою через розподілені 

когезійні напруження. Такі напруження перешко-

джають розкриттю тріщини та усувають фізично не-

реалістичну сингулярність напружень у її вершині. 

У сучасному вигляді когезійна модель задається 

через закон зв’язку між тяговим напруженням і розк-

риттям тріщини, тобто traction–separation law [13]. За 

цим законом когезійні напруження поступово змен-

шуються зі збільшенням розкриття, а площа під кри-

вою “напруження ‒ розкриття” відповідає енергії руй-

нування матеріалу. Такий підхід дозволяє описувати 

не лише розмір зони передруйнування, але й процес 

поступового пошкодження, втрати зчеплення та про-

сування тріщини. У скінченно-елементному аналізі 

когезійний підхід реалізується за допомогою когезій-

них елементів або когезійних поверхонь, які розміщу-

ють уздовж потенційного шляху росту тріщини. 

Також було запропоновано модифіковану мо-

дель Dugdale, яка враховує вплив двовісних полів на-

пружень на умови текучості матеріалу [14]. Такий 

підхід дозволяє ширше застосовувати ідею смугової 

текучості для випадків, коли напружений стан відрі-

зняється від простого одновісного розтягу. 

Іншим напрямом розвитку стали моделі поля 

біля вершини тріщини, в яких ураховується пласти-

чно-індуковане екранування. До таких підходів нале-

жить CJP-модель, запропонована Christopher, James і 

Patterson [15, 16].  

Таким чином, розвиток аналітичних моделей від-

бувався від простих оцінок характерного розміру пла-

стичної зони до більш складних описів поля біля вер-

шини тріщини, в яких враховуються пластичний слід, 

закриття тріщини, пружно-пластична сумісність, дис-

локаційні ефекти та притуплення вершини. 

 

2.2. Експериментальні методи визначення  

пластичної зони 
 

Експериментальне визначення пластичної зони 

є складним завданням, оскільки ця область має лока-

льний характер і розташована безпосередньо біля ве-

ршини тріщини. Її розміри можуть бути малими по-

рівняно з розмірами зразка, а напружено-деформова-

ний стан у цій області є різко неоднорідним. Тому для 

ідентифікації пластичної зони використовують ме-

тоди, чутливі до локальних змін структури, деформа-

цій або залишкових напружень. 

Одним із традиційних підходів є метод мікротве-

рдості. Після навантаження зразка в околі вершини 

тріщини виконують серію вимірювань мікротвердості. 

Зміна мікротвердості може свідчити про наявність 

пластично деформованої області, оскільки пластичне 

деформування супроводжується зміною структури ма-

теріалу та локальним зміцненням [17]. Перевагою 

цього методу є відносна простота, однак він потребує 

спеціальної підготовки зразка і не завжди дозволяє то-

чно визначити межу пластичної зони. 

Іншим методом є металографічне травлення, яке 

дозволяє виявляти пластично деформовані ділянки за 

зміною структури поверхні або особливостями трав-

лення матеріалу. Такий підхід може бути корисним для 

якісного аналізу форми пластичної зони, однак його ре-

зультати значною мірою залежать від матеріалу, ре-

жиму підготовки поверхні та умов травлення [17]. 

У сучасних дослідженнях значного поширення 

набули оптичні методи, зокрема цифрова кореляція 

зображень (digital image correlation – DIC) дозволяє 

отримувати повнопольові переміщення та деформа-

ції на поверхні зразка під час навантаження. На ос-

нові цих полів можна визначати зони, в яких локальні 

деформації або напруження досягають рівня, що від-

повідає початку пластичного деформування [18]. 

Перевагою DIC є можливість безконтактного 

вимірювання полів переміщень і деформацій у реаль-

ному часі. Це особливо важливо для дослідження 

еволюції пластичної зони під час циклічного наван-

таження та росту втомної тріщини. Крім того, DIC 

дозволяє порівнювати експериментальні поля дефор-

мацій із аналітичними або чисельними моделями, що 

робить цей метод зручним для верифікації розрахун-

кових підходів [8]. 

Окрему групу становлять гібридні експеримента-

льно-аналітичні підходи, в яких повнопольові експе-

риментальні дані використовуються для ідентифікації 

параметрів поля біля вершини тріщини. Зокрема, в су-

часних дослідженнях застосовується поєднання циф-

рової кореляції зображень, апроксимації поля перемі-

щень та моделей crack-tip field, таких як CJP model 

[19]. Для зменшення впливу шуму DIC-даних можуть 

застосовуватися методи згладжування або апроксима-

ції, зокрема нейромережеві підходи [19]. 

 

2.3. Чисельне моделювання пластичної зони 
 

Метод скінченних лементів (МСЕ) є одним із 

найбільш універсальних інструментів для дослі-

дження пластичної зони біля вершини тріщини. На 

відміну від  аналітичних моделей, МСЕ дозволяє вра-

ховувати реальну геометрію конструкції, складне на-

вантаження, нелінійні властивості матеріалу, контак-

тні взаємодії, залишкові напруження та тривимірний 

характер напружено-деформованого стану [20]. 

У скінченно-елементних моделях пластична зона 

може визначатися різними способами. Найпоширені-

шим є визначення області, в якій еквівалентні напру-

ження за Mises досягають границі текучості. 

Для коректного моделювання поля напружень 
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біля вершини тріщини велике значення має якість сі-

тки. У лінійно-пружних розрахунках для відтворення 

сингулярності напружень часто використовують спе-

ціальні сингулярні елементи або згущення сітки в 

околі вершини тріщини. У пружно-пластичних роз-

рахунках сітка повинна бути достатньо дрібною, щоб 

точно описати різкий градієнт деформацій і межу 

пластичної області. 

 

3. Вплив пластичної зони на ріст втомної 

тріщини та розрахунки довговічності 
 

У розрахунках довговічності авіаційних конс-

трукцій тріщина розглядається як дефект, що посту-

пово зростає під дією циклічного навантаження. При 

цьому локальні процеси в околі вершини тріщини, 

зокрема пластичне деформування, притуплення вер-

шини, закриття тріщини та залишкові напруження пі-

сля перевантажень, істотно впливають на швидкість 

її поширення [21]. 

У класичному підході лінійно-пружної механіки 

руйнування рушійною силою росту втомної тріщини 

є розмах коефіцієнта інтенсивності напружень: 

max minK K K= − ,                     (15) 

де maxK  ‒ максимальне значення коефіцієнта інтен-

сивності напружень у циклі навантаження;  

minK  ‒ мінімальне значення коефіцієнта інтен-

сивності напружень у циклі. 

Найпростішим і найбільш поширеним описом 

росту втомної тріщини в середній області діаграми 

da / dN K−   є рівняння Paris: 

( )
mda

C K
dN

=  ,                        (16) 

де 
da

dN
 ‒ швидкість росту тріщини за один цикл на-

вантаження;  

C і m  ‒ параметри моделі Paris. 

 

3.1. Монотонна та циклічна пластичні зони 
 

При циклічному навантаженні слід розрізняти 

монотонну та циклічну пластичні зони. Монотонна 

пластична зона формується при максимальному зна-

ченні навантаження в циклі та характеризує область 

матеріалу, в якій було досягнуто пластичного дефор-

мування під дією Kmax. Циклічна пластична зона 

пов’язана з повторним пластичним деформуванням 

матеріалу під час циклу навантаження. Її розмір ви-

значають не через Kmax, а через розмах коефіцієнта 

інтенсивності напружень ΔK [18]. 

Циклічна пластична зона зазвичай є меншою за 

монотонну, однак саме вона безпосередньо пов’язана 

з локальним механізмом росту втомної тріщини. У її 

межах відбувається повторне пластичне деформу-

вання, накопичення незворотних деформацій, мікро-

пошкодження та поступове просування вершини трі-

щини (рис. 3). 

 

 
Рис. 3 Зони біля вершини втомної тріщини,  

що формуються внаслідок навантаження 

 

3.2. Пластично-індуковане закриття тріщини 

 

Одним із найважливіших наслідків пластичного 

деформування біля вершини тріщини є явище плас-

тично-індукованого закриття тріщини. Під час росту 

тріщини пластична зона переміщується разом із її ве-

ршиною, а в сліді тріщини виникають залишкові пла-

стичні деформації. Унаслідок цього поверхні трі-

щини можуть контактувати між собою ще до досяг-

нення мінімального навантаження в циклі [22, 23]. 

У такому випадку не весь розмах ΔK є ефектив-

ним для росту тріщини. Тріщина починає відкрива-

тися лише після досягнення певного рівня наванта-

ження, який відповідає коефіцієнту інтенсивності на-

пружень Kop. Тому для опису росту тріщини викори-

стовують ефективний розмах коефіцієнта інтенсив-

ності напружень: 

eff max opK K K = − ,                     (17) 

де opK  ‒ значення коефіцієнта інтенсивності напру-

жень, при якому тріщина відкривається. 

Саме effK  більш коректно характеризує реа-

льну рушійну силу росту втомної тріщини у випадку ча-

сткового закриття тріщини. Це пояснює, чому при од-

наковому значенні K  швидкість росту тріщини може 

відрізнятися залежно від коефіцієнта асиметрії циклу, 

історії навантаження та попередніх перевантажень. 

 

3.3. Вплив перевантажень  

та взаємодії навантажень 
 

Для авіаційних конструкцій характерним є 

змінне спектральне навантаження, яке включає пос-

лідовність циклів різної амплітуди. У таких умовах 



Проєктування літальних апаратів 
 

27 

важливим стає ефект взаємодії навантажень. Одним 

із найвідоміших проявів такої взаємодії є затримка 

росту тріщини після одиничного перевантаження. 

Під час перевантаження біля вершини тріщини 

формується збільшена область пластично деформова-

ного матеріалу. Після цього наступні цикли меншої 

амплітуди відбуваються всередині або поблизу вже 

сформованої області пластичного деформування. У 

сліді тріщини виникають залишкові пластичні дефор-

мації та стискальні залишкові напруження, які можуть 

сприяти закриттю тріщини. Унаслідок цього ефектив-

ний розмах effK  зменшується, а швидкість росту 

тріщини тимчасово знижується [3, 4]. 

 

4. Використання уявлень про  

пластичність у околі тріщини в моделях 

прогнозування росту втомної тріщини 
 

Оцінка пластичної зони біля вершини тріщини 

має значення не лише для перевірки меж застосовно-

сті ЛПМР, але й для пояснення ефектів взаємодії на-

вантажень при рості втомних тріщин. У реальних 

умовах експлуатації авіаційні конструкції зазнають 

дії спектрів навантаження, що містять цикли різної 

амплітуди, перевантаження та недовантаження. Вони 

можуть суттєво змінювати швидкість росту тріщини 

порівняно з розрахунком за сталим амплітудним на-

вантаженням [21]. 

 

4.1. Модель Wheeler 
 

У моделі Wheeler затримка росту тріщини після 

перевантаження описується через співвідношення між 

поточною пластичною зоною біля вершини тріщини 

та пластичною зоною, сформованою під час переван-

таження [3]. Ріст тріщини вважається сповільненим 

доти, доки поточна пластична зона перебуває всере-

дині більшої пластичної зони перевантаження. У та-

кому підході швидкість росту тріщини коригується за 

допомогою коефіцієнта затримки, який множиться на 

базову залежність для швидкості росту: 

( )
m

R
retarded

da
C K

dN

   =       
,           (18) 

де R  ‒ коефіцієнт затримки росту тріщини. 

У моделі Wheeler пластична зона виконує роль 

геометричного критерію, який визначає, чи зберіга-

ється вплив попереднього перевантаження на поточ-

ний ріст тріщини. Перевагою підходу є простота, од-

нак його застосування потребує підбору емпіричного 

параметра та є обмеженим для складних послідовно-

стей навантажень. 

 

4.2. Модель Willenborg 
 

У моделі Willenborg вплив попереднього пере-

вантаження описується через залишковий коефіцієнт 

інтенсивності напружень W
RK , який характеризує рі-

зницю між коефіцієнтом інтенсивності напружень, 

необхідним для формування пластичної зони, що за-

лишилася після перевантаження, та поточним макси-

мальним значенням maxK  [4]. У спрощеному вигляді 

цей залишковий коефіцієнт може бути записаний як 

1/2
W OL
R max max

OL

a
K K 1 K

Z

 
= − − 

 
,       (19) 

де OL
maxK  ‒ максимальне значення коефіцієнта інтен-

сивності напружень під час перевантаження;  

a  ‒ приріст тріщини після перевантаження;  

OLZ  ‒ розмір пластичної зони, створеної пере-

вантаженням;  

maxK  ‒ максимальне значення коефіцієнта інте-

нсивності напружень у поточному циклі. 

Розмір пластичної зони перевантаження в цьому 

підході може бути поданий як 

2

max
OL

g 0,2

K
Z

8

 
=  

   

,                 (20) 

де g - коефіцієнт обмеження пластичного деформу-

вання. 

Фізично величина W
RK  показує, наскільки пото-

чна вершина тріщини ще перебуває під впливом пла-

стичної зони, створеної попереднім перевантажен-

ням. Якщо тріщина проростає крізь цю зону, тобто 

a збільшується, залишковий ефект перевантаження 

поступово зменшується. У вихідному підході 

Willenborg затримка росту тріщини вважається наяв-

ною, якщо 
W
RK 0  [16]. 

 

4.3. Узагальнена модель Willenborg 

 

В узагальненій моделі Willenbor залишковий ко-

ефіцієнт інтенсивності напружень модифікується за 

допомогою множника φ: 

W
R RK K=  ,                            (21) 

Множник φ дозволяє узагальнити вихідну мо-

дель Willenborg і керувати інтенсивністю ефекту за-

тримки. Він пов’язаний із пороговим значенням роз-

маху коефіцієнта інтенсивності напружень thК , по-

точним значенням K  та параметром SOR , який ха-

рактеризує shut-off level, тобто рівень співвідно-

шення перевантаження, за якого ріст тріщини може 
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бути зупинений [5]. 

Після визначення RK  в узагальненій моделі 

Willenborg обчислюється ефективний коефіцієнт аси-

метрії циклу: 

min, effmin R
eff

max R max, eff

KK K
R

K K K

−
= =

−
.           (22) 

Саме effR  використовується замість фактич-

ного коефіцієнта асиметрії циклу R у рівнянні росту 

тріщини. Таким чином, ефект перевантаження врахо-

вується не прямим множенням швидкості росту трі-

щини на коефіцієнт затримки, як у моделі Wheeler, а 

через зміну ефективного коефіцієнта асиметрії ци-

клу, що призводить до зменшення швидкості росту 

тріщини. 

 

4.4. Модель Hsu 
 

Ще одним підходом до врахування взаємодії на-

вантажень є Hsu Model, яка була розроблена в 

Lockheed-Georgia й пізніше реалізована в AFGROW 

[6]. У цій моделі поєднуються уявлення про ефекти-

вне напруження, відкриття тріщини та вплив пласти-

чної зони, сформованої попередніми циклами наван-

таження. За своєю фізичною ідеєю Hsu Model бли-

зька до моделей Wheeler, Willenborg та Elber, оскі-

льки також пов’язує затримку росту тріщини з лока-

льною пластичністю біля її вершини, однак додат-

ково враховує ефект стискальних частин циклу нава-

нтаження. 

Основне припущення Hsu Model полягає в тому, 

що сингулярне поле напружень біля вершини трі-

щини не реалізується, якщо поверхні тріщини зали-

шаються закритими. Відповідно, ріст тріщини відбу-

вається лише протягом тієї частини циклу наванта-

ження, коли її поверхні повністю відкриті. Для цього 

вводиться ефективний розмах напружень: 

eff max 0 =  − ,                      (23) 

де max  ‒ максимальне напруження циклу; 

0  ‒ напруження, що відповідають початку ві-

дкриття тріщини. 

Якщо напруження відкриття тріщини є нижчим 

за мінімальне напруження циклу, ефективний розмах 

напружень приймається рівним фактичному розмаху 

циклу: 

eff max min =  − .                  (24) 

У випадку, коли тріщина частково закрита, в мо-

дель вводяться ефективне мінімальне напруження та 

ефективний коефіцієнт асиметрії циклу: 

( )eff max min eff
 =  −  ,           (25) 

( )eff min maxeff
R /=   .             (26) 

На основі ефективного розмаху напружень ви-

значається ефективний розмах коефіцієнта інтенсив-

ності напружень: 

eff eff TK a =    ,               (27) 

де a  ‒ довжина тріщини; 

T  ‒ геометричний поправочний коефіцієнт. 

Після цього швидкість росту тріщини визнача-

ється за залежністю виду 

( )eff effda / dN f K , R , ...=  .        (28) 

Стискальне навантаження може зменшувати ко-

рисний ефект затримки, спричинений попереднім ро-

зтягувальним перевантаженням, оскільки при пере-

ході напружень у стискальну область може виникати 

зворотна пластичність. Тому в моделі виконується 

корекція ефективної пластичної зони та відповідного 

ефективного перевантаження.  

 

4.5. Модель FASTRAN 
 

Окремо слід згадати FASTRAN Model, розроб-

лену J. C. Newman, Jr., яка належить до моделей про-

гнозування росту втомної тріщини на основі пласти-

чно-індукованого закриття тріщини [24]. За своєю фі-

зичною ідеєю цей підхід близький до strip-yield мо-

делі смугової текучості матеріалу і базується на тому, 

що під час росту тріщини за її вершиною залишається 

пластично деформований матеріал. Саме цей пласти-

чний слід спричиняє контакт поверхонь тріщини на 

частині циклу навантаження та змінює ефективну ру-

шійну силу росту тріщини. 

У FASTRAN напруження відкриття тріщини визна-

чається з урахуванням довжини тріщини та історії 

навантаження. Після цього для прогнозування швид-

кості росту використовується ефективний розмах ко-

ефіцієнта інтенсивності напружень: 

eff max opK K K = − ,                   (29) 

де opK  ‒ значення коефіцієнта інтенсивності напру-

жень, при якому тріщина відкривається. 

 

5. Урахування пластичної зони  

в нормативних і довідкових документах  
 

Оцінка пластичної зони біля вершини тріщини 

використовується також у нормативних і довідкових 

документах, що регламентують аналіз тріщин, зали-

шкової міцності та довговічності конструкцій. У бі-

льшості таких документів пластична зона не розгля-

дається як самостійний об’єкт детального пружно-

пластичного аналізу, а використовується як інжене-

рна поправка до лінійно-пружного опису тріщини. 

Найчастіше для цього застосовується підхід Irwin, 



Проєктування літальних апаратів 
 

29 

який дозволяє врахувати збільшення ефективного ро-

зміру тріщини внаслідок локального пластичного де-

формування біля її вершини [25-29]. 

У довідкових матеріалах ESDU [25], зокрема в 

ESDU 80036, розглядається застосування лінійно-

пружної механіки руйнування для оцінки росту вто-

мних тріщин і залишкової міцності елементів конс-

трукцій. У цьому підході пластична зона врахуву-

ється як при монотонному, так і при циклічному на-

вантаженні, а для оцінки її розміру використову-

ються формули Irwin [25]. 

У стандарті ASTM E561-23 [26], який застосову-

ється для визначення кривих опору росту тріщини, 

розмір пластичної зони також визначається за форму-

лою Irwin. Особливістю цього підходу є те, що для 

узгодження з технікою прямого вимірювання роз-

міру тріщини розрахунок пластичної зони має спира-

тися на фізичний розмір тріщини. Якщо використо-

вується метод піддатливості, фізичний розмір трі-

щини визначається з урахуванням пластичної попра-

вки, тому може знадобитися ітераційна процедура. У 

такому випадку спочатку оцінюють розмір пластич-

ної зони, потім визначають фізичну довжину трі-

щини та повторно обчислюють коефіцієнт інтенсив-

ності напружень до досягнення узгодженого зна-

чення пластичної поправки. 

У BS 7910 [27], який є керівництвом з оцінки до-

пустимості дефектів у металевих конструкціях, та-

кож використовується підхід, оснований на формулі 

Irwin для оцінки пластичної поправки до розміру трі-

щини. Подібна логіка застосовується й у API 579-

1/ASME FFS-1 Fitness-For-Service, де при оцінці де-

фектів у конструкціях необхідно враховувати ефект 

пластичності [28]. У цих документах пластична зона 

розглядається насамперед як поправка, що дозволяє 

уточнити ефективний розмір тріщини або параметри 

руйнування в межах інженерної процедури оцінки 

придатності конструкції до експлуатації. 

Окремий інтерес для авіаційної галузі становить 

USAF Damage Tolerant Design Handbook [29], у якому 

наведено рекомендації щодо аналізу та проєктування 

авіаційних конструкцій за принципом допустимості 

пошкоджень. У цьому документі розмір пластичної 

зони біля вершини тріщини також визначається за пі-

дходом Irwin. При цьому підкреслюється, що реальна 

вершина тріщини внаслідок пластичного деформу-

вання притуплюється, й тому тріщина поводиться як 

така, що має більший ефективний розмір порівняно з 

її фізично виміряною довжиною. 

 

6. Обговорення застосованості  

розглянутих підходів  
 

Розглянуті підходи до визначення та врахування 

пластичної зони біля вершини втомної тріщини ма-

ють різну фізичну основу, різний рівень складності 

та різну область доцільного застосування. Тому їх не 

слід розглядати як взаємозамінні методи. Вибір кон-

кретного підходу має залежати від мети розрахунку, 

типу конструктивного елемента, характеру наванта-

ження, рівня пластичного деформування, наявності 

експериментальних даних і необхідної точності про-

гнозу довговічності. 

Найпростішим і найбільш зручним для інженер-

ного застосування залишається підхід Irwin. Його пе-

ревагою є простота, мінімальна кількість вихідних да-

них і безпосередній зв’язок із параметрами ЛПМР. 

Формули Irwin дозволяють швидко оцінити характер-

ний розмір пластичної зони та перевірити, чи викону-

ється умова маломасштабної пластичності. Саме тому 

цей підхід широко застосовується в нормативних і до-

відкових документах для врахування впливу пластич-

ної зони біля вершини тріщини [25–29]. Водночас мо-

дель Irwin не описує реальну форму пластичної зони, 

не враховує історію навантаження, зміцнення матері-

алу, залишкові напруження та тривимірність напру-

жено-деформованого стану. Тому її доцільно викори-

стовувати насамперед для попередніх оцінок, а не як 

універсальний опис локальної пластичності біля вер-

шини тріщини. 

Модель Леонова-Панасюка-Dagdale та спорід-

нена з нею модель смугової текучості краще відобра-

жають фізику пластичного деформування в тонких 

листових матеріалах, що працюють в умовах, близь-

ких до плоского напруженого стану [11, 12]. Такі під-

ходи є особливо корисними для аналізу тонкостінних 

елементів авіаційних конструкцій, зокрема обшивок, 

панелей, зон навколо отворів і заклепкових з’єднань. 

Водночас класична модель Dugdale для складних 

конструктивних елементів потребує уточнення. 

Когезійні моделі розширюють можливості 

опису нелінійної області перед вершиною тріщини, 

оскільки дозволяють моделювати не лише пластич-

ність, але й поступову втрату зчеплення. Вони є ко-

рисними для чисельного моделювання росту тріщин, 

а також у випадках, коли важливо описати процес 

руйнування без використання сингулярного поля на-

пружень [2]. Основним обмеженням когезійного під-

ходу є потреба в достовірному визначенні максима-

льної когезійної напруги, критичного розкриття та 

енергії руйнування. 

Експериментальні методи, зокрема метод мікро-

твердості, металографічне травлення, рентгенівський 

аналіз залишкових напружень та цифрова кореляція 

зображень, доцільно застосовувати для валідації ана-

літичних і чисельних моделей. 

МСЕ є найбільш гнучким інструментом для уто-

чненого аналізу пластичної зони, оскільки дозволяє 
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враховувати реальну геометрію конструкції, нелі-

нійні властивості матеріалу, контактні взаємодії, за-

лишкові напруження та тривимірний напружено-де-

формований стан. Однак МСЕ-розрахунки потребу-

ють перевірки із використанням аналітичних оцінок 

або експериментальних даних. 

Для реальних авіаційних конструкцій, що пра-

цюють за змінно-амплітудного навантаження, особ-

ливо важливими є моделі, які враховують взаємодію 

навантажень, пластично-індуковане закриття трі-

щини, залишкові пластичні деформації та вплив пе-

ревантажень. Їх не слід трактувати як прямі методи 

визначення пластичної зони. Їхня основна роль поля-

гає у врахуванні наслідків локального пластичного 

деформування для прогнозування швидкості росту 

тріщини за змінного навантаження. 

При виборі моделі взаємодії навантажень важ-

ливо враховувати не лише її математичну форму, але 

й характер експлуатаційного спектра навантаження 

конкретного типу літального апарата. З практичної 

точки зору, Hsu Model часто розглядається як більш 

придатна для транспортних літаків, для яких харак-

терні відносно регулярні спектри навантаження, ве-

лика кількість циклів помірної амплітуди, вплив кое-

фіцієнта асиметрії циклу та наявність стискальних ді-

лянок навантаження. У таких умовах важливо корек-

тно враховувати відкриття тріщини, ефективний роз-

мах напружень і зміну ефективної пластичної зони 

під дією стискальних частин циклу [6]. 

Для винищувачів та інших маневрених літаль-

них апаратів, навантаження яких характеризується 

різкими змінами, значним варіюванням амплітуд і 

вираженими ефектами затримки росту тріщини після 

окремих високих піків навантаження, більш доціль-

ним може бути застосування Generalized Willenborg 

Model. Ця модель безпосередньо пов’язує ефект за-

тримки з пластичною зоною, сформованою під час 

перевантаження, залишковим коефіцієнтом інтенси-

вності напружень і ефективним коефіцієнтом асиме-

трії циклу. Водночас таке розмежування не слід роз-

глядати як універсальне правило. 

 

Висновки 
 

У роботі систематизовано основні підходи до 

визначення пластичної зони в околі вершини втомної 

тріщини та показано її значення для розрахунків до-

вговічності авіаційних конструкцій. Установлено, що 

пластична зона є природним наслідком обмеження 

сингулярного пружного поля напружень границею 

текучості матеріалу. 

Розглянуті підходи до визначення пластичної 

зони доцільно поділяти на аналітичні, експеримента-

льні та чисельні. Аналітичні моделі, зокрема модель 

Irwin, схема Леонова-Панасюка-Dugdale та когезійні 

моделі, забезпечують фізичне розуміння формування 

нелінійної області біля вершини тріщини та можуть 

застосовуватися для попередніх інженерних оцінок. 

Експериментальні методи, зокрема цифрова кореля-

ція зображень, є важливими для валідації розрахун-

кових моделей, а чисельне моделювання дозволяє 

уточнювати форму й розмір пластичної зони для 

складної геометрії та реальних умов навантаження. 

Встановлено, що моделі взаємодії навантажень, 

такі як Wheeler, Willenborg, узагальнена Willenborg, 

Hsu, FASTRAN та Strip Yield, не є безпосередніми 

методами визначення пластичної зони. Їх доцільно 

розглядати як моделі прогнозування росту втомної 

тріщини, у яких наслідки локального пластичного де-

формування враховуються через затримку або прис-

корення росту тріщини, залишковий коефіцієнт інте-

нсивності напружень, ефективний коефіцієнт асиме-

трії циклу, напруження відкриття тріщини та ефекти-

вний розмах коефіцієнта інтенсивності напружень. 

Аналіз нормативних і довідкових документів 

показує, що в інженерній практиці найбільш пошире-

ним способом урахування пластичної зони залиша-

ється поправка Irwin. Її застосування є доцільним за 

умови маломасштабної пластичності, однак при зна-

чному розвитку пластичної зони, складній геометрії, 

наявності залишкових напружень або спектрального 

навантаження необхідно використовувати уточнені 

підходи, зокрема strip-yield моделі, когезійне моде-

лювання, пружно-пластичний МСЕ-аналіз або експе-

риментальну валідацію. 

Таким чином, оцінка пластичної зони є важли-

вою складовою аналізу довговічності та залишкової 

міцності авіаційних конструкцій. Вона дозволяє об-

ґрунтувати вибір розрахункової моделі, перевірити 

допустимість застосування лінійно-пружної меха-

ніки руйнування, врахувати вплив історії наванта-

ження та підвищити достовірність прогнозування ре-

сурсу елементів конструкцій із втомними тріщинами. 
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APPROACHES TO DETERMINING THE PLASTIC ZONE NEAR THE CRACK TIP  

IN FATIGUE LIFE CALCULATIONS 

Sergii Ignatovych, Svyatoslav Yutskevych, Iryna Dzhavadova 

This paper reviews the primary approaches to assessing the plastic zone formed in the vicinity of a fatigue crack 

tip, and analyses how this is considered in fatigue life calculations for aircraft structures. This topic is relevant because 

most airframe components experience high-cycle, variable-amplitude loading, and the presence of cracks or stress 

concentrators can  induce local plastic deformation even at relatively low nominal stress levels. Within the framework 

of linear elastic fracture mechanics (LEFM), stresses exhibit a singularity at the crack tip; that is, they increase infi-

nitely as the crack tip is approached. In real structural materials, however, such an increase is limited by reaching the 

yield strength, resulting in the formation of a plastic zone. The size and shape of this zone affect the validity of 

applying LEFM parameters. The paper analyzes the stress state near the crack tip, the role of the stress intensity factor 

(SIF), and the conditions for the onset of plastic deformation according to the Mises and Tresca criteria. It also 

considers the differences between plane stress and plane strain states. Particular focus is given to the classical 

analytical models of Irwin, Leonov–Panasyuk–Dugdale and their modifications. The analysis includes experimental 

and numerical methods for refining the plastic zone, such as microhardness measurements, metallographic etching, 

digital image correlation (DIC), and the finite element method (FEM). The influence of the plastic zone on fatigue 

crack growth is considered, including the distinction between monotonic and cyclic plastic zones, plasticity-induced 

crack closure, and the effects of overload, underload, and load interaction in a loading spectrum. Approaches that 

account for the effects of local plastic deformation both at the crack tip and in the crack wake are critically evaluated, 

including the Wheeler, Willenborg, Generalized Willenborg, Modified Generalized Willenborg, Hsu, FASTRAN and 

strip-yield models. The inclusion of the plastic zone in regulatory and reference documents is also discussed. It is 

demonstrated that the Irwin plastic zone correction method is the most widely used approach in engineering practice 

for accounting for the plastic zone. It is also established that plastic zone assessment is an important component of 

analysing the fatigue life and residual strength of aircraft structures. This makes it possible to determine the limits of 

LEFM applicability, justify the selection of appropriate calculation model, account for the influence of load history 

and improve the reliability of durability prediction for cracked structural elements. 

Keywords: plastic zone, plastic deformation, stress-strain state, crack tip, stress intensity factor, linear elastic 

fracture mechanics, fatigue crack growth, durability, residual strength, service life, fracture criteria, loading, 

modelling, aircraft structures. 
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