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ДОСЛІДЖЕННЯ ВПЛИВУ СТРІЛОПОДІБНОСТІ КРИЛА НА КРИТИЧНУ 

ШВИДКІСТЬ ДИВЕРГЕНЦІЇ МЕТОДОМ СКІНЧЕННО-ЕЛЕМЕНТНОЇ  

ЛІНІЙНОЇ АПРОКСИМАЦІЇ  
 

Предметом вивчення в статті є вплив стрілоподібності крила на критичну швидкість дивергенції як 

одну з основних характеристик статичної аеропружної стійкості несучої поверхні літального апа-

рата. Метою статті є визначення якісного та кількісного впливу прямої та зворотної стрілоподібно-

сті на критичну швидкість дивергенції за допомогою методу скінченно-елементної лінійної апроксима-

ції. Завдання: сформувати спрощену двоелементну модель крила, в якій геометрична форма в плані вра-

ховується через параметр відносного зміщення пружних осей; записати матриці жорсткості, аероди-

намічного впливу та матриці перетворення координат у єдиній глобальній системі; отримати харак-

теристичне рівняння дивергенції після застосування методу вузлової конденсації; проаналізувати три 

характерні випадки, що відповідають прямій, зворотній та нульовій стрілоподібності; порівняти отри-

мані значення критичної швидкості у відносній формі. Методи дослідження ґрунтуються на скінченно-

елементній лінійній апроксимації, матричному поданні пружних і аеродинамічних операторів, переве-

денні матриць локальних операторів у єдину глобальну систему координат та аналітичному розв'язанні 

характеристичного рівняння. Отримані результати показують, що позитивне відносне зміщення пру-

жних осей, яке відповідає стрілоподібному крилу, збільшує критичну швидкість дивергенції порівняно з 

прямим крилом. Для прямого крила відносне значення швидкості дивергенції становить близько 0,618 

від максимального значення, тоді як для крила зворотної стрілоподібності це значення зменшується до 

0,560, 0,518 і 0,484 залежно від величини від'ємного зміщення. Практична цінність результатів полягає 

в можливості швидкого порівняння варіантів компонування без побудови детальної просторової моделі 

крила. Висновки. Запропонована двоелементна модель дозволяє наочно простежити зв'язок між пара-

метром стрілоподібності та умовою втрати статичної аеропружної стійкості. Наукова новизна по-

лягає у використанні компактної скінченно-елементної лінійної моделі для попередньої аналітичної оці-

нки впливу форми крила в плані на критичну швидкість дивергенції, що може бути корисним на ранніх 

етапах проєктування літальних апаратів. 
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Вступ 

 

Стрілоподібність крила є одним із ключових 

геометричних параметрів літального апарата, що 

визначає не лише аеродинамічні характеристики, а й 

характер статичної аеропружної взаємодії. Зміна 

форми крила у плані змінює взаємне положення 

пружної осі, аеродинамічного фокуса та центрів 

тиску окремих ділянок крила. Унаслідок цього 

змінюються плечі дії аеродинамічних сил відносно 

центрів жорсткості, а отже – умови виникнення 

дивергенції як втрати статичної стійкості пружної 

несучої поверхні. 

Мотивація дослідження пов’язана з потребою 

отримувати швидкі інженерні оцінки аеропружної 

стійкості ще до створення деталізованої просторової 

моделі конструкції. На ранніх етапах проєктування 

конструктору важливо не лише отримати числове 

значення критичної швидкості, а й бачити, як саме 

зміна геометричного параметра впливає на 

характеристичне рівняння дивергенції. 

Класичне дослідження Ф. Дідеріха та 

Б. Будянського показало, що форма стрілоподібного 

крила істотно впливає на швидкість дивергенції [1]. 

У фундаментальній праці Р. Бісслінггофа, Г. Ешлі та 

Р. Гальфмана дивергенцію подано як базову задачу 

статичної аеропружності, у якій визначальними є 

крутильна жорсткість, положення аеродинамічного 

фокуса та похідна підйомної сили [2]. Дж. Райт і 

Дж. Купер узагальнили інженерні підходи до 

розрахунку аеропружних навантажень і підкреслили 

роль спрощених моделей на попередніх стадіях 

проєктування [3]. Д. Годжес і Г. Пірс показали, що 

для крил із просторовою геометрією взаємозв’язок 

згину, кручення та аеродинамічного навантаження 

потребує узгодженого матричного подання [4]. 

Для крил зворотної стрілоподібності проблема 

дивергенції є особливо важливою. Експериментальні 
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дослідження NASA, виконані Р. Рікеттсом і 

Р. Доггеттом, підтвердили підвищену чутливість 

таких крил до статичної аеропружної нестійкості [5]. 

Надалі для зменшення цього ризику почали 

застосовувати аеропружне проєктування 

композиційних конструкцій: зокрема, В. Тіан, З. Ян, 

І. Гу та І. Оуянг розглядали підвищення швидкостей 

дивергенції й флатеру через раціональний вибір 

параметрів композиційного крила зворотної 

стрілоподібності [6]. 

Сучасний стан досліджень характеризується 

одночасним розвитком високоточних CFD/CSD-

моделей і швидких інженерних методів. Р. Аццара, 

М. Філіппі, М. Петроло, Р. Річчі та Дж. Дзеккін у 

2026 р. запропонували уточнену аеропружну схему, 

яка враховує зсув і деформівність поперечного 

перерізу та демонструє стабілізувальний вплив кутів 

стрілоподібності [7]. Ф. Ю, К. Себастіа Саез і 

М. Хорнунг у 2026 р. показали доцільність 

багаторівневих аеропружних інструментальних 

ланцюжків для введення аеропружних обмежень на 

ранніх етапах проєктування [8]. К. Райнбольд, 

К. Брайтзамтер і К. Сьоренсен у 2026 р. виконали 

аеродинамічний і статичний аеропружний аналіз 

високоманеврового літального апарата, що 

підтверджує актуальність зв’язку між формою крила, 

деформаціями та аеродинамічними 

характеристиками [9]. Ф. Саккі та співавтори в 2026 

р. розглянули аеропружну поведінку крил зворотної 

стрілоподібності з відхиленими складними 

законцівками, акцентуючи увагу на зменшенні 

аеропружних нестійкостей [10]. О. Гребеніков і 

О. Соболєв [11] проаналізували вплив кута стрілопо-

дібності крила навчально-тренувального літака на 

характеристики статичної аеропружності. 

Окрему увагу в сучасних працях приділено 

впливу початкової геометрії крила на межі аеропру-

жної стійкості. С. А. Фазелзаде, М. Резаї та А. Мазіді 

дослідили сумісний вплив стрілоподібності, зву-

ження та змінної попередньої крутки на аеропружні 

характеристики балкової моделі крила [12]. М. Р. 

Амоозгар та співавтори на геометрично точній мо-

делі показали, що задана початкова просторовість 

конструкції може змінювати межі аеропружної стій-

кості, тому висновки спрощених лінійних моделей 

мають формулюватися в межах прийнятих припу-

щень [13]. 

Огляд Р. М. Аджа та співавторів систематизує 

сучасні підходи до аналізу дивергенції, флатеру та 

керування навантаженнями для крил зі змінною гео-

метрією [14]. А. А. Саїд та співавтори застосували 

компактну модель для дослідження дивергенції та 

реверсу керування літака схеми «літаюче крило» зі 

змінною геометрією [15]. Д. Кампанья, В. Гуліцці та 

І. Бенедетті запропонували DG–VLM-схему статич-

ного аеропружного аналізу композиційних крил, орі-

єнтовану, зокрема, на ранні етапи проєктування [16]. 

Вплив кута стрілоподібності на репрезентативний 

переріз для оцінювання дивергенції та флатеру дос-

ліджено М. Ньєто Гомесом і М. Чімено Мангуаном 

[17], а сучасну експериментальну перевірку механі-

зму аеропружної дивергенції наведено Г. Матуром, 

Е. Хуангом та Е. Доуеллом [18]. 

Незважаючи на розвиток високоточних 

моделей, для попереднього проєктування 

залишаються потрібними компактні аналітичні 

схеми. У цій роботі для такої оцінки використано 

метод скінченно-елементної лінійної апроксимації 

(МС-ЕЛА), який дає змогу подати крило як 

упорядковану систему скінченно-елементних 

ділянок із пружними та аеродинамічними 

операторами. Порівняно з високодеталізованими 

чисельними моделями, перевагою такого підходу є 

прозорий зв’язок між параметрами геометрії та 

характеристичним рівнянням дивергенції. 

Метою статті є визначення впливу прямої та 

зворотної стрілоподібності на критичну швидкість 

дивергенції крила з використанням МС-ЕЛА. Підхід 

полягає у побудові спрощеної двоелементної моделі, 

введенні параметра відносного зміщення пружних 

осей, отриманні характеристичного рівняння та 

аналізі залежності відносної критичної швидкості від 

цього параметра. Структура статті є такою: у розділі 

1 сформульовано постановку задачі та припущення; 

у розділі 2 наведено методичну основу дослідження; 

у розділі 3 побудовано розрахункову схему, 

отримано характеристичне рівняння та подано 

приклад реалізації та числове порівняння; у розділі 4 

обговорено межі застосування результатів; у 

висновку сформульовано основні результати та 

напрями подальших досліджень. 

 

1. Постановка задачі 

 

Предметом дослідження в цій статті є вплив фо-

рми стрілоподібності крила на величину критичної 

швидкості дивергенції, визначеної методом скін-

ченно-елементної лінійної апроксимації. 

Розглядається ідеалізована модель крила, що 

складається з двох однакових скінченно-елементних 

ділянок. Кожна ділянка має однакові пружні та аеро-

динамічні параметри, а форма крила у плані врахову-

ється через відносне зміщення пружних осей цих ді-

лянок. Для спрощення враховується статична взаємо-

дія пружних і аеродинамічних сил; інерційні складові 

не розглядаються. 

У межах цієї роботи досліджується парамет-

рична модель консолі крила з жорстким закріплен-

ням у кореневому перерізі. Центроплан не подається 
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як окремий деформівний елемент: його вплив 

замінено прийнятою граничною умовою. Тому 

жорсткість і положення центра жорсткості центро-

плана не є змінними параметрами наведеного 

порівняння та не входять до отриманого характери-

стичного рівняння. Для аналізу податливого центро-

плана він може бути введений у МС-ЕЛА як додат-

кова скінченно-елементна ділянка з власною матри-

цею жорсткості та матрицею перетворення коорди-

нат. 

Геометрична крутка в прийнятій лінійній поста-

новці трактується як заданий початковий розподіл 

кутів установки перерізів. За незмінних локальних 

аеродинамічних похідних і секційних жорсткостей 

вона змінює вектор вихідного аеродинамічного 

навантаження, але не однорідну матрицю умови 

втрати стійкості, а тому не змінює критичний корінь 

дивергенції саме в межах цієї моделі. Це твердження 

не поширюється на просторово попередньо закручені 

конструкції зі структурним зв’язком, геометричною 

нелінійністю або змінними за розмахом аероди-

намічними характеристиками. 

Задача полягає у побудові характеристичного 

рівняння дивергенції для двоелементної моделі 

крила та у визначенні впливу параметра стрілоподіб-

ності на відносну критичну швидкість. Окремо аналі-

зуються три характерні випадки: крило прямої стрі-

лоподібності, пряме крило та крило зворотної стріло-

подібності. 

 

2. Матеріали та методи дослідження 

 

Методичною основою дослідження є метод скі-

нченно-елементної лінійної апроксимації, відповідно 

до якого крило подається у вигляді впорядкованої си-

стеми скінченно-елементних ділянок. Кожна ділянка 

описується сукупністю пружних та аеродинамічних 

операторів, що у матричній формі характеризують 

дію пружних відновлювальних сил і аеродинаміч-

ного навантаження. 

Теоретичні засади МС-ЕЛА, зокрема фор-

мування операторів аеропружної системи для попе-

реднього проєктування несучих поверхонь, наведені 

у роботі О. Гавази, В. Сухова та Р. Нікітіна [19]. Ме-

тодичні підходи до врахування аеропружності під 

час визначення характеристик крила розглянуто І. 

Балабановим, Т. Балабановою та О. Гавазою [20]. 

Метод вузлової конденсації, який використано для 

зведення вихідної розрахункової схеми до узагальне-

ної результуючої матриці, подано І. Балабановим і Т. 

Балабановою [21]. Зазначені праці [12–14] цитуються 

як першоджерела використаного математичного апа-

рату — формування операторів МС-ЕЛА та проце-

дури вузлової конденсації, а не як незалежне підтвер-

дження отриманих у цій статті результатів. 

У цій статті зазначений математичний апарат 

використано для окремої задачі  оцінювання впливу 

форми стрілоподібності крила на критичну швид-

кість дивергенції. Зміна форми крила враховується 

не через детальну просторову геометрію, а через па-

раметр відносного зміщення пружних осей скін-

ченно-елементних ділянок, що дає змогу отримати 

компактне характеристичне рівняння та виконати 

аналітичне порівняння. 

 

3. Приклад реалізації 

 

Продемонструємо особливості застосування 

МС-ЕЛА для дослідження дивергенції моделі крила, 

що складається з двох скінченно-елементних ділянок 

(рис. 1). 

Спочатку розділимо досліджуване крило на 2 ді-

лянки. Потім, згідно з вимогами МС-ЕЛА, складемо 

розрахункову схему (рис. 2), де матриця жорсткості 
(2)

[ 1, ]k kC −
обумовлюється дією пружних відновлюваль-

них сил, аеродинамічна матриця (2)

[ ,0]kA характеризує 

вплив аеродинамічних сил, діючих на k -й 1,2k =  ді-

лянці крила.

 

 
Рис. 1. Двоелементна модель стрілоподібного крила 
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Рис. 2. Розрахункова схема двоелементної моделі крила 

 

Відповідно до МС-ЕЛА всі використані в розра-

хунках матриці ( (2)

[1,0]C , (2)

[1,2]C , (2)

[1,0]A , (2)

[2,0]A ) мають бути 

переведені з локальних систем координат і подані в 

єдиній глобальній системі координат 
0 0 0Ox y z . 

При цьому для зниження громіздкості аналітич-

них викладок маємо систему координат 
0 0 0Ox y z на-

ступним чином: 

- початок координат (точка О) збігається з 

центром жорсткості першої скінченно-елементної ді-

лянки; 

- координатна вісь 
0Ox лежить у напрямку - 

від першої ділянки до другої; 

- напрямок осі 
0Oz - вертикально вгору, а осі 

0Oy - по потоку. 

У формулах статті використано такі позначення: 

C ‒ матриця жорсткості скінченно-елементної діля-

нки; A ‒ матриця аеродинамічного впливу; Λ ‒ мат-

риця перетворення координат; c3, c4, c5 ‒ коефіцієнти 

жорсткості пружних відновлювальних сил; a ‒ похі-

дна підйомної сили за кутом атаки у матричному за-

писі; ρ ‒ густина повітря; V ‒ швидкість польоту; h ‒ 

відстань між центром жорсткості та аеродинамічним 

фокусом; rx і ry ‒ відносні зміщення скінченно-елеме-

нтних ділянок у глобальній системі координат; k ‒ 

безрозмірний параметр характеристичного рівняння 

дивергенції. 

Вплив аеродинамічного профілю в моделі за-

дається не безпосередньо його координатами, а через 

параметри аеродинамічного оператора: похідну 

підйомної сили за кутом атаки, локальну хорду та 

плече h між центром жорсткості й аеродинамічним 

фокусом. Вплив геометрії та розподілу товщини 

профілю на секційну жорсткість узагальнено врахо-

вується коефіцієнтами c3, c4 і c5. У наведеному при-

кладі ці параметри прийнято однаковими для обох 

ділянок; за аеродинамічної крутки або зміни профілю 

за розмахом вони мають задаватися окремо для кож-

ної ділянки у відповідних матрицях A_i та C_i. 

Для спрощення вважаємо конструкцію двох скі-

нченно-елементних ділянок ідентичної. Зазначимо, 

що зроблене припущення обумовлює рівність насту-

пних величин на двох скінченно-елементних ділян-

ках: 

- коефіцієнтів жорсткості пружних відновлю-

вальних сил 

{1}3,3 {2}3,3 3c c c= = , 
{1}4,4 {2}4,4 4c c c= = , 

 
{1}5,5 {2}5,5 5 ,c c c= =  (1) 

- похідних підйомної сили за кутом атаки 

 
{1}3,4 {2}3,4 ,a a a= =  (2) 

 

2

;
2

i zi yi xi

V
a c b l =  (3) 

- відстаней h  між відповідними центрами жо-

рсткості та тиску. 

Зазначені рівності (1) і (2) дозволяють записати 

матриці жорсткості та аеродинамічного впливу для 

двох скінченно-елементних ділянок у вигляді 

3

(2) (2)

{1}[1,0] {2}[1,2] 4

5

0 0

0 0

0 0

c

C C c

c

 
 

= =  
 
 

, 

 (2) (2)

{1}[1,0] {2}[2,0]

0 0

0 0 0

0 0 0

a

A A

 
 

= =  
 
 

 (4) 

У свою чергу, матриці перетворення координат 

набувають вигляду. 

0,1

1 0 0

0 1 0

0 0 1

 
 

 =
 
  

, 
( )

0,1

1 0 0

1 0

0 0 1

A h

 
 

 = −
 
  

, 

 0,2

1 0 0

1 0

0 1

y

x

r

r

 
 

 =
 
 − 

, 
( )

0,2

1 0 0

1 0

0 1

A

y

x

h r

r

 
 

 = − +
 
 − 

 (5) 

Тепер, відповідно до вимог МС-ЕЛА, викорис-

товуючи вирази (4), (5), переведемо матриці локаль-

них операторів розрахункової схеми та подамо їх у 

базовій глобальній системі координат 
0 0 0Ox y z : 

3

(2) (2)

[1,0] 0,1 {1}[1,0] 0,1 4

5

0 0

( ) 0 0

0 0

T

c

C C c

c

 
 

=   =  
 
 

, 

(2) ( ) (2) ( )

[1,0] 0,1 {1}[1,0] 0,1

0 0

( ) 0 0

0 0 0

A A T

a

A A ha

 
 

=   = −
 
  

, 
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3 3 3

(2) (2) 2

[1,2] 0,2 {2}[1,2] 0,2 3 4 3 3

2

3 3 5 3

( )

y x

T

y y x y

x x y x

c r c r c

C C r c c r c r r c

r c r r c c r c

 −
 

=   = + − 
 − − + 

, 

 (2) ( ) (2) ( )

[2,0] 0,2 {2}[2,0] 0,2

0 0

( ) 0 ( ) 0

0 0

A A T

y

x

a

A A a h r

a r

 
 

=   = − −
 
 − 

 (6) 

Використовуючи рекурентну формулу у відпо-

відності до методу вузлової конденсації [13] , для ви-

падку, що розглядається, ідеалізованої моделі крила 

літака, розділеної на дві скінченно-елементних діля-

нки, отримаємо такий вираз узагальненої результую-

чої матриці (2)

[2,0](1)S : 

 (2) (2) (2) 1 (2) 1 1 (2)

[2,0](1) [1,0] [1,0] [1,2] [2,0][( ) ( ) ]S C A C A− − −= + + +  (7) 

Тепер, підставляючи матриці (6) у формулу (7) і 

провівши відповідні розрахунки, знаходимо загаль-

ний визначник узагальненої результуючої матриці
(2)

[2,0](1)S

 

2 2 2

4 4 4(2) 2

[2,0](1) 3 5 2 2 2

4 5 5 5 3 4 3 5 3

3
det

8 4 2 2 2

y

y x y x

a h c a h c c a r
S c c

c c c a h c a r c c r c c r c a h r

− + +
=

− − + + −
. (8)

Використовуючи вираз (8), отримаємо потрібне 

характеристичне рівняння, що описує умову виник-

нення дивергенції, 

 2

4 4( ) ( ) 0ya h c c a h r− − − = . (9) 

У стандартному вигляді характеристичне рів-

няння (9) запишеться так: 

 
2( 1) (1 ) 0

yr
k k

h
− − − = , (10) 

де 
4

a h
k

c
= . 

Аналіз виразів (3) та (10) показує, що за умови

yr h=  в рамках ряду введених спрощень дивергенція 

настане за максимальної швидкості літака, 

4

max

2
Д

x y x

c
V

c b l h
=


. 

Значить, стрілоподібність крила літака, що хара-

ктеризується позитивною величиною 0 yr h  від-

носного зміщення пружних осей (рис. 1) скінченних 

елементів, істотно покращує показник стійкості пру-

жного крила під дією аеродинамічного наванта-

ження. 

У разі зворотної стрілоподібності крила літака, 

що характеризується негативною величиною 0yr 

відносного зміщення пружних осей (рис. 1) скінчен-

них елементів, аеропружна стійкість крила погіршу-

ється. При цьому, якщо зворотна стрілоподібність 

крила буде досить великою ( yr h ), то характери-

стичне рівняння (10) наближено може мати вигляд 

 4 0ya r c− +  . (11) 

Потім з характеристичного рівняння (11) знахо-

димо значення параметра a , при якому починається 

дивергенція: 

 
( ) 4oc

Д

y

c
a

r
  (12) 

Підставляючи у вираз (12) значення з формули 

(3), отримуємо наближений вираз критичної швидко-

сті дивергенції для крила зворотної стрілоподібності: 

 
( ) 42oc

Д

x y x y

c
V

c b l r



, ( yr h ). (13) 

Для прикладу реалізації розглянемо набір безро-

змірних значень параметра відносного зміщення пру-

жних осей, який охоплює пряму стрілоподібність, 

пряме крило та зворотну стрілоподібність. Для кож-

ного значення параметра записується відповідне ха-

рактеристичне рівняння, визначається корінь, що ві-

дповідає початку дивергенції, і обчислюється відно-

сне значення критичної швидкості. Результати наве-

дено в табл. 1. 

 

Представлені результати показують, що за кри-

терієм критичної швидкості дивергенції стрілоподі-

бні крила мають перевагу порівняно з прямими кри-

лами та крилами зворотної стрілоподібності. Для ry/h 

= 1 відносна швидкість дорівнює VD,max, тоді як для 

прямого крила вона зменшується до 0,618 VD,max, а 

для ry/h = −1,5 — до 0,484 VD,max. 

 

4. Дискусія 

 

Отримані результати узгоджуються з фізичною 

інтерпретацією дивергенції стрілоподібних крил. По-

зитивне зміщення пружних осей зменшує дестабілі-

зувальний момент від аеродинамічного наванта-

ження в прийнятій розрахунковій схемі, тоді як 

від’ємне зміщення, характерне для зворотної стріло-

подібності, збільшує схильність системи до самопід-

силення кутової деформації. 
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Таблиця 1 
Залежність відносної критичної швидкості дивергенції від параметра стрілоподібності 

Позначення форми крила 

(стрілоподібне 0 / 1yr h  ) 

(пряме / 0yr h = ) 

(Зворотної стрілоподібності ) 

Відносне зміщення 

двох  

скінченно-елементних 

ділянок 

/yr h  

Характеристичне рів-

няння дивергенції 

2 (3 )

1 0

yr
k k

h
− − +

+ =

 

Розв'язання 

характеристи-

чного рів-

няння 

mink  

Відносне значення 

швидкості диверге-

нції 

max min

Д

Д

V

V k

=

=
 

Стрілоподібне крило 1 1 0k− + =  1 maxДV
 

Стрілоподібне крило 0,5 
2 2,5 1 0k k− + =  0,5 max0,707 ДV  

Пряме крило 0 2 3 1 0k k− + =  0,382 max0,618 ДV  

Крило зворотної стрілоподібності -0,5 
2 3,5 1 0k k− + =  0,314 max0,56 ДV  

Крило зворотної стрілоподібності -1 2 4 1 0k k− + =  0,268 max0,518 ДV  

Крило зворотної стрілоподібності -1,5 
2 4,5 1 0k k− + =  0,234 max0,484 ДV  

На відміну від високоточних CFD/CSD-

моделей, запропонована двоелементна схема не пре-

тендує на повний опис просторової конструкції 

крила. Її призначення полягає в швидкій попередній 

оцінці впливу геометричного параметра на умову 

статичної аеропружної нестійкості. Такий підхід є 

корисним на етапі вибору компонування, коли необ-

хідно порівняти альтернативні форми крила без по-

будови детальної розрахункової моделі. 

Основними обмеженнями моделі є припущення 

про ідентичність двох скінченно-елементних діля-

нок, жорстке закріплення консолі в кореневому пере-

різі без окремого моделювання податливого центро-

плана, лінійний характер аеродинамічного наванта-

ження, відсутність інерційних складових, незмін-

ність за розмахом секційної жорсткості, хорди, похі-

дної підйомної сили та положення аеродинамічного 

фокуса, а також неврахування стисливості. Тому от-

римані залежності слід розглядати як інженерну 

оцінку та аналітичну ілюстрацію ізольованого 

впливу параметра стрілоподібності, а не як заверше-

ний розрахунок реального крила транспортного 

літака. 

За прийнятих припущень задана геометрична 

крутка не змінює характеристичної матриці дивер-

генції, оскільки входить лише до початкового наван-

таження. Водночас аеродинамічна крутка, тобто 

зміна профілю, хорди, похідної підйомної сили або 

положення фокуса за розмахом, у загальному 

випадку змінює аеродинамічні матриці ділянок і 

може впливати на критичну швидкість. Аналогічно, 

реальна попередньо закручена просторова кон-

струкція може мати додаткові згинально-крутильні 

зв’язки; такі ефекти виходять за межі двоелемент-

ного прикладу та мають враховуватися окремими 

матрицями елементів або моделлю вищого рівня [15, 

16]. 

Положення аеродинамічного фокуса та похідна 

підйомної сили вже присутні у вихідній математич-

ній моделі через параметри h та a. Розподіл товщини 

профілю не задається як окрема геометрична функ-

ція, але його інтегральний структурний вплив міс-

титься у коефіцієнтах секційної жорсткості. Отже, 

отримані результати можуть бути перенесені на інші 

однакові за розмахом профілі після підстановки від-

повідних параметрів, але не повинні без додаткової 

дискретизації поширюватися на крила зі змінним 

профілем або вираженою аеродинамічною круткою. 

Практичне значення результату полягає в тому, 

що параметр ry/h може використовуватися як узага-

льнений індикатор впливу планової форми крила на 

дивергенцію. Це дозволяє формувати початкові ви-

моги до крутильної жорсткості, положення пружної 

осі та допустимого зміщення несучих ділянок ще до 

переходу до детального скінченно-елементного або 

багатодисциплінарного аналізу. 

 

Висновки 

 
У роботі досліджено вплив стрілоподібності 

крила на критичну швидкість дивергенції методом 

скінченно-елементної лінійної апроксимації. Побу-

довано спрощену двоелементну модель, у якій форма 

несучої поверхні враховується через параметр відно-

сного зміщення пружних осей скінченно-елементних 

ділянок. 
Отримано характеристичне рівняння диверген-

ції, що дає змогу оцінити вплив параметра стрілопо-

дібності на статичну аеропружну стійкість. Пока-

зано, що додатне зміщення, яке відповідає прямій 

стрілоподібності, підвищує критичну швидкість ди-

вергенції, тоді як від’ємне зміщення, характерне для 

крила зворотної стрілоподібності, знижує її. 
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Наукова новизна роботи полягає у компактному 

аналітичному поданні впливу стрілоподібності через 

параметр відносного зміщення пружних осей у двое-

лементній моделі. Практичне значення результатів 

полягає у можливості використання моделі для попе-

реднього інженерного оцінювання аеропружної стій-

кості на ранніх етапах проєктування. 
Напрями майбутніх досліджень передбачають 

узагальнення моделі на більшу кількість скінченно-

елементних ділянок, введення податливого центро-

плана як окремого елемента, урахування геометрич-

ної та аеродинамічної крутки, змінних профілю, хо-

рди й жорсткості за розмахом, порівняння з високо-

точними FEM/CFD/CSD-моделями, аналіз чутливо-

сті критичної швидкості до положення пружної осі та 

поширення підходу на задачі аеропружного проєкту-

вання композиційних крил. 
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INVESTIGATION OF THE INFLUENCE OF WING SWEEP ON THE CRITICAL DIVERGENCE  

SPEED USING THE FINITE-ELEMENT LINEAR APPROXIMATION METHOD 

Oleh Havaza, Dmytro Konotop 

The subject matter of the article is this influence of wing sweep on the critical divergence speed as one of the 

principal indicators of the static aeroelastic stability of an aircraft lifting surface. The goal of the article is to determine 

the qualitative and quantitative effects of backward and forward sweep on the critical divergence speed using the 

finite-element linear approximation method. To achieve this, the following tasks were addressed: to construct a sim-

plified two-element wing model in which the planform geometry is represented by the parameter of relative displace-

ment of the elastic axes; to express the stiffness matrices, aerodynamic influence matrices and coordinate transfor-

mation matrices in a single global coordinate system; to obtain the characteristic divergence equation after applying 

the nodal condensation method; to analyze three representative cases corresponding to swept, unswept and forward-

swept wings; and to compare the resulting critical speeds in a relative form. The methods used are based on finite-

element linear approximation, matrix representation of elastic and aerodynamic operators, transformation of local 

elastic and aerodynamic operators into a common global coordinate system and an analytical solution of the charac-

teristic equation. The following results were obtained. It was shown that a positive relative displacement of the elastic 

axes, which corresponds to a swept wing, increases the critical divergence speed in comparison with a straight wing. 

For the unswept wing, the relative divergence speed is approximately 0.618 of the maximum value, whereas for the 

forward-swept wing this value decreases to 0.560, 0.518 and 0.484 depending on the magnitude of the negative dis-

placement. Conclusions. The proposed two-element model enables clear tracing of the relationship between the sweep 

parameter and the condition for static aeroelastic instability. The scientific novelty consists in using a compact finite-

element linear model for a preliminary analytical assessment of the influence of wing planform geometry on the crit-

ical divergence speed, which serves as a valuable tool at the early stages of aircraft design. 

Keywords: swept wing; forward-swept wing; aeroelasticity; wing divergence; critical divergence speed; finite-

element linear approximation; nodal condensation. 
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