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Допрацьовано математичну модель для визначення теплофізичних та термомеханічних 
процесів на електродах при плазмовому формуванні наноструктур.  В моделі враховано 
дії електродних плям, випарювання, розпилення та температурні напруження у тілі 
електродів. Проведено розрахунки розподілу температур на поверхнях графітового 
катоду та аноду з урахуванням умов необхідних для отримання наноструктур. Проведено 
аналіз  теплофізичних процесів на поверхнях графітового катоду та аноду під час виходу 
на робочий режим. Також за зміною геометрії електродів було визначено стійкість 
електродів  при плазмовій генерації наноструктур. Розрахунки температурних полів на 
торцевій поверхні катоду з графіту  показали, що при постійному рості температури 
поверхні катоду  характер її розподілення принципово не змінюється. Розрахунок 
температурних полів за радіусом графітового катоду. у різні моменти часу при виході на 
робочий режим показав незначний вплив випаровування на зміну геометрії катоду. 
Визначення температурних полів вздовж твірної аноду показало найбільший вплив 
випаровування  на малій ділянці аноду найближче розташованої до катоду. Отримано 
залежності діючих напружень від температури для графітового катоду та аноду. 
Дослідження  динаміки зміни температурних напружень на електродах під час 
формування наноструктур у плазмовому середовищі свідчать про те, що значення 
температурних напруг віддалені  від межі міцності матеріалу. Проведено теоретичне 
дослідження теплофізичних та термомеханічних процесів на графітовому катоді та 
порівняння з експериментальними вимірюваннями. Розрахунок ресурсу електродів під час 
створення вуглецевих наноструктур у плазмовому середовищі склав 2.52∙105 с. 
Експериментальний ресурс графітового катоду складає 2.88∙105 с, що досить близько до 
розрахункового значення Збіг отриманих значень теоретичних та експериментальних 
результатів говорить про працездатність розробленої моделі. Стаття може бути цікава 
при проектуванні устаткувань для отримання наноструктур у плазмовому середовищі та 
для подальших досліджень фізичних параметрів електродів. 
Ключові слова:, температура, тепловий потік, температурні напруження, електроди, 
електродні плями, наноструктури. 

 

Вступ 

Постійний інтерес дослідників до вакуумної дуги обумовлений різними, 
раніше нам  відомими, напрацюваннями. Використання її як джерела 
високоіонізованої металевої плазми для осадження тонких плівок [1, 2], генерації 

лазерної плазми [3] та джерела покращення якості  космічних плазмових двигунів 

[4, 5]. Проте зараз особливо цікаве використання дуги у різних сферах 
нанотехнологій [6,7], наприклад, при створенні нанокомпозитних та 

наноструктурованих плівок [8], наноструктурованих покриттів [9, 10] на основі 

алмазоподібного вуглецю та легованого золотом вуглецю [11], вирощуванні 

кремнієвих нанотрубок [12] та багато чого  іншого. 
Процеси, які проходять у плазмовому середовищі вакуумної дуги, за 

останній час розглянуті достатньо широко. Так [9] було розглянуто катодні та 
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анодні процеси з холодними та гарячими електродами та деякі  процеси в 
міжелектродній плазмі. У випадку з холодними електродами - це механізм 
безперервності струму та характер формування струменя плазми в плямах й 
падіння катодного потенціалу.  Для гарячих електродів проаналізовано механізм 
нерозривності дифузного струму та запропоновано модель для розрахунку 
частки електронного струму в розряді з катодно-аномальним випромінюванням 
електрона. При роботі дуги у поперечному магнітному полі [10, 11] було 
розглянуто групування катодних плям та ретроградний рух катодної плями. 
Проводився розгляд еволюції вакуумної дуги з наносекундним дозволом [12], 
який підтвердив,  що канал між електродами створюється у формі катодної 
плазми задовго до того, як в аноді розвинеться якась значна активність. Було 
розглянуто циклічний характер процесів катодних плям та показано 
самопідтримуючі властивості дуги за рахунок вибухової емісії.  Також було 
розроблено статистичну модель вакуумної дуги  для опису ефекту самовільного 
гасіння [13]. Для опису процесу створення та розвитку кратеру катодної плями 
вакуумної дуги було розроблено двомірну вісесиметричну модель [14, 15], яка 
складається з гідродинамічних рівнянь та рівнянь теплопередачі, що враховують 
поверхневе випарювання та джоулів підігрів. Моделювання перехідних процесів 
розширення прикатодної плазми [16] показало, що при щільності струму нижче 
109 А / см2 розліт плазми має автомодельний характер, а при більших значеннях 
щільності струму  носить суттєво нестаціонарний характер. Розглядались і окремі 
фізичні властивості електродів при роботі вакуумної дуги. Так у [17, 18] 
розглянуто еволюцію температури аноду у вакуумній дузі при використанні 
темнотільних електродів. Також досліджувалась втрата матеріалу електродами 
у вигляді пари, завдяки створенню струменів  у катодних плямах при високих 
значеннях іонного струму [19]. Вимірювалась щільність іонного току у вакуумній 
дузі з різною товщиною тугоплавкого аноду [20,21].  

Значно менше досліджувались процеси на електродах вакуумної дуги при 
формуванні наноструктур у плазмовому середовищі. Так у [22, 23] розглянуто 
розподіл іонного струму на підкладці під час формування наноплівки у 
плазмовому середовищі. Дослідження розподілу щільності іонного струму на 
підкладці з переривчастою плівкою, яка складалась з нанокластерів розміром 
25-100 нм, показали, що функцією розподілу нанокластерів можна керувати 
шляхом зміни напруги зміщення. Проведено дослідження впливу електричних та 
магнітних полів, виникаючих при синтезі одностінних вуглецевих нанотрубок у 

дуговій плазмі [24]. У [25, 26] проведено дослідження поведінки дугових плям на 
зразках наноструктурованого вольфраму з різною товщиною наноструктурова-
ного шару, яке показало, що ширина сліду дуги збільшується зі збільшенням 
товщини наноструктурованого шару. В той же час у [27] було експериментально 
досліджено  вплив товщини наноструктурованого шару на поверхні 
вольфрамового катоду на його фізичні властивості. Також проводились 
дослідження швидкості дуги та ерозії, але тільки на наноструктурованих мідних 
катодах [28]. 

Проведений вище аналіз говорить про актуальність дослідження процесів 
на графітових катодах, з метою вивчення його фізичних властивостей для 
можливості формування вуглецевих наноструктур. Для цього потрібна 
математична модель, яка буде враховувати не тільки теплофізичні процеси, але 
і термомеханічні процеси у тілі електродів. За допомогою цієї моделі можливо 
буде провести дослідження процесів, які впливатимуть на стійкість електродів 
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вакуумної дуги при генерації наноструктур у плазмовому середовищі, на прикладі 
вуглецевих електродів. Ці дослідження можуть бути цікаві при проєктуванні 
устаткувань для генерації наноструктур у плазмовому середовищі. 

 

1. Основна частина 

1.1. Теоретичний розгляд теплових потоків діючих на електроди, 
під час випромінювання плазми при генерації вуглецевих наноструктур 

Як було показано у [3, 29] на стійкість електродів під час випромінювання 
плазми впливають термомеханічні процеси, теплофізичні та процеси зіткнення. 
Теплофізичні процеси розглядають, зазвичай, у електродних плямах, як осередки 
ерозійних процесів, де випаровування та викид матеріалів у рідкій фазі 
призводить до зміни геометрії електродів та механічних властивостей матеріалів 
[796]. Термомеханічні процеси, як результат теплофізичних процесів, визначають 
характер виникаючих температурних напружень. Ці напруження можуть 
приводити до зміни геометрії електродів внаслідок термопружного 
деформування матеріалів або до термосталісних змін механічних властивостей 
матеріалу при досить тривалій їхній дії. Процеси зіткнення виникають внаслідок 
взаємодії заряджених часток з матеріалом електродів, що призводять до 
зміщення атомів та розпиленню матеріалу електродів. Але як було показано у 
[30, 31], ці процеси також можна описати теплофізичними методами. 

З [27, 32] та проведеного вище розгляду процесів видно панівний вплив 
теплофізичних та термомеханічних процесів. При дослідженні зміни фізичних 
параметрів електродів під час формування наноструктур у плазмовому 
середовищі особливо цікаво визначення впливу термомеханічних процесів [33, 
34]. Тому знання полів температури в об’ємі електродів під час дії плазми при 
генерації вуглецевих наноструктур є визначальним. Характер розподілу 
температури за довжиною електродів та діючих температурних напружень 
визначимо через розв’язання сумісної задачі теплопровідності та 
термопружності. 

 

 

Рисунок 1  Схема дії теплових потоків на катод (а) та анод (б) під час дії 
плазми при генерації наноструктур. 

 
Тепловий потік, який діє на електроди у плазмовому середовищі 



Відкриті інформаційні та комп'ютерні інтегровані технології, № 100, 2024 

80 

складається з теплопровідності (перша складова), зміщення фронту 
випарювання (друга складова), джоуліву нагріву (третя складова) та енергію 
деформування (четверта складова). У загальному вигляді рівняння буде мати 
наступний вид: 
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  лапласіан теплового потоку, 

α  коефіцієнт температуропровідності, 𝑉𝑓1 та 𝑉𝑓2  швидкість зміщення 

фронту випарювання,  𝜌[𝑇] – питомий електричний опір при температурі  𝑇,  

а  , ,j r z t  – щільність струму з урахуванням його розтікання,  , ,W r z t  енергія 

деформації одиниці цільового об'єму. 
Залежність лапласіана теплового потоку тільки від z та r обумовлена 

прийняттям кутової симетрії елементарного об’єму електроду. 
Опишемо граничні умови для катоду (Рис.1а):  
на поверхні  r = R1 
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де 𝐹𝑒𝑣 – тепловий потік від випарювання, 𝜆  теплопровідність,   

 𝐹𝑘  загальний тепловий потік на катоді; 
на поверхні r = R1 + δк 
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де 𝜎  постійна Стефана-Больцмана, 𝜀   ступінь чорноти мішені,  

Т(r,z,t)  температура середовища; 
на поверхні z=0 
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Граничні умови для аноду (Рис.1б ) будуть наступні: 

на поверхні r = R2 + z tg𝜑 
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де 𝐹𝑡𝑎  загальний тепловий потік на аноді 𝜀𝑠   початкова ступінь чорноти мішені, 

Тs  початкова температура середовища 
на поверхні r = R2 + δa 
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на поверхні z = L∙ctg 𝜑 = 𝑧𝑘 
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на поверхні z = 0 



Відкриті інформаційні та комп'ютерні інтегровані технології, № 100, 2024 

81 

 
( , , )

,


 


taFT r z t

z 
 (9) 

Щільність струму у досліджуваному перетині катоду вважаємо постійною, 
а у матеріалі аноду визначаємо наступним чином: 
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де R2  радіус аноду,  𝛿𝑎  товщина утворюючої аноду, 𝜑  кут нахилу утворюючої 
аноду. 

 
1.2. Аналіз задачі термопружності в електродах  

у плазмовому середовищі  

У зв’язку з тим, що задачі термопружності на катодах при генерації 
наноструктур у плазмовому середовищі подібні [15, 34], то представимо катод як 
циліндричну оболонку. 

Тоді для нього буде справедлива наступна система диференційних 
рівнянь: 

  
 2

2

, ,
1 ,

  
      

   

T r z tx q

b z rr
   

 
 2 3

2

, ,
,

1

 
   

   

T r z tz E x

R R rr




 (11) 

де 2

2


  rzq dr



  поперекова сила, яка діє на одиницю довжини твірної 

циліндра; 
d

x
dz


 зміна кута нахилу дотичної до твірної циліндра;  

 

3

1




E
b

R




 – жорсткість при вигині; α  коефіцієнт лінійного розширення;  

µ  коефіцієнт Пуассону для матеріалу катоду. 
Приймаємо, що температурні поля мають осьову симетрію. Тому граничні 

умови для (11) будуть наступні: 
на поверхні R = R1 

 q = 0, x = 0 (12) 
на поверхні R = R1+δk 

 q = 0, x = 0 (13) 
на поверхні z = L, σzz = 0 

 q = 0, 0
dx

dz
 (14) 

на поверхні z =0 

 q = 0, 0
dx

dz
 (15) 

Вирішуючи рівняння (11) з граничними умовами (12) – (15), знаходимо 
значення q та x.  Визначивши їх і враховуючи коефіцієнти ерозії [29, 35], 
знаходимо напруження: 

 
2

;  vv

dx d q
R

dz drdz
   

 , ,1
1 ;

2

 
     

 

z
zz

T r z tdm d dx
b

dz dr dz r
    , zz

dq

dr
  0.rz  (16) 

Виходячи з малої товщини конічного аноду, задачу термопружності будемо 
вирішуємо як для конічної оболонки, тому буде справедлива система рівнянь 
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термопружності [27]: 

 
 2

2 2 2

2

, ,
1 sin ,

4
     a

dT r z td x dx ctg d
R R x q

rd b dz rdrd


     

 
 

  
 2

2 2 2

2

, ,
1 sin ,

4
     a

dT r z td x dx ctg d
R R x q

rd b dz rdrd


     

 
 (17) 

де ;
2

    Rctg – потоковий радіус аноду, rd – елементарна дуга яка 

відраховується від вершини конуса, 
d

x
rd




– зміна кута нахилу дотичної до 

елементарної дуги, 
2

4


Q
q

R


  поперекова сила, 

 

2

212 1




E
b




 – жорсткість. 

Рівняння для знаходження моментів та зусиль напишемо у вигляді: 

 
; ;     v

d q
n n q tg n

rd
 





 

 1 sin ;
 

      
 

dx dT
m m b

rd r rd
 


  

 
 

  
2

1 sin .
 

    
 

v

x dx dT
m b

rdrd
  

 
 (18) 

За визначеними значеннями моментів та зусиль знайдемо напруження у 
конічній оболонці: 

2sin
;  z

vv

dm

R rd





 

 
0 sin ; R

dq

rd
 


 (19) 

sin ;  vR

dq
tg

rd
  


 

За цими виразами визначимо температурні напруження в аноді під час дії 
плазми при генерації наноструктур. 

Стійкість електродів (ресурс) при плазмовій генерації наноструктур будемо 
визначати за зміною геометрії електродів. У випадку досягнення ресурсу, 
пов'язаного з реалізацією критичної зміни геометрії електродів, будуть 
виконуватися наступні умови: 

 .  k k crl l   або .  a a crl l . (20) 
Тоді час досягнення ресурсу для катоду можна виразити як: 

 .
.

max

,
 

 
k k n sp

k k sp
rk

l P l
t t

V


 (21) 

де  kl  – зміна геометрії катоду, 
. n spl – початкова геометрія,  

maxrkV – максимальна швидкість зміни геометрії катоду, 
.k spt – час досягненя 

стаціонарного режиму на катоді 
для аноду: 

 .
.

max

,
 

 
k k n sp

k k sp
rk

l P l
t t

V


 (22) 
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де  al – зміна геометрії аноду, 
. n spl – початкова геометрія,  

maxrkV – максимальна швидкість зміни геометрії аноду, 
.a spt – час досягнення 

стаціонарного режиму на аноді. 
За цими умовами і будемо розраховувати ресурс електродів. 

 

2. Результати розрахунків 

Сумісне вирішення задач теплопровідності та термопружності дозволило 
отримати поля температур (Рис. 2, 3) та напружень, а також визначити зміну 
геометрії катоду та аноду за час виходу установки на робочу температуру  
(Рис. 4, 5). 

Розрахунки температурних полів на торцевій поверхні катоду з графіту 
(Рис. 2) показали, що при постійному рості температури поверхні катоду  характер 
її розподілення принципово не змінюється. 

 

 

Рисунок 2  Розподілення температур по поверхні катоду за час виходу на 
стаціонарний режим. 

 

В той же час у температурних полях за  твірною аноду, під час виходу на 
стаціонарний режим,  спостерігаються деякі неоднорідності (рис. 3). 
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Рисунок 3  Розподіл температур за твірною аноду під час виходу на робочу 
температуру. 

 

Рисунок 4  Зміна геометрії графітового катоду під час виходу на робочу 
температуру. 

 
Розрахунок зміни геометрії графітового катоду за радіусом у результаті  

випаровування ∆lвип. (рис. 4) у різні моменти часу при виході на стаціонарний 
режим показав незначний вплив випаровування на зміну геометрії катоду. 
Визначення зміни геометрії аноду вздовж твірної, завдяки випаровуванню під час 
виходу на робочий режим (рис. 5), показало найбільший вплив випаровування  на 
малій ділянці аноду найближче розташованої до катоду. 
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Рисунок 5  Зміна геометрії аноду за твірною при виході на робочу температуру 
 
Дослідження динаміки зміни температурних напружень на електродах під 

час формування наноструктур у плазмовому середовищі свідчать про те, що 
значення температурних напруг віддалені від межі міцності матеріалу (Рис. 6). 
Хоча можливе термовтомлене руйнування матеріалу за рахунок тривалого часу 
роботи. 

 

Рисунок 6  Залежність діючих напружень від температури катоду та аноду. 
 

Розрахунок ресурсу електродів під час створювання вуглецевих 
наноструктур у плазмовому середовищі за першими вимогами вище наведеного 
методу (13 – 16) склав 2.52∙105 с. Експериментальний ресурс графітового катоду 
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складає 2.88∙105 с, що досить близько до розрахункового значення. 
Порівняння характеру зміни геометрії електродів після 1.8∙105 с праці 

наведено на Рис. 7 та 8. 
 

 

Рисунок 7  Порівняння теоретичних досліджень та експериментальних 
вимірювань зміни геометрії графітового катоду за радіусом після 1.8∙105 с праці. 

 

 

Рисунок 8  Порівняння теоретичних та експериментальних досліджень зміни 
геометрії аноду за твірною після 1.8∙105 с праці. 

 
Таким чином розроблену теоретичну модель можна використовувати для 

розрахунку ресурсу електродів при отриманні наноструктур у плазмовому 
середовищі. 
 

Висновки 

Розроблена модель визначення зносу електродів при плазмовому 
формуванні наноструктур.  Вона враховує дію електродних плям, випаровування, 
розпилення та температурні напруження у тілі електродів. Було отримано 
розподіл температур на поверхні катоду та аноду. Розглянуто зміну геометрії 
графітового катоду та аноду під час виходу на робочу температуру Отримано 
залежність діючих напружень від температури катоду та аноду. Проведено 
теоретичне дослідження зміни геометрії графітового катоду та порівняно їх з 
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експериментальними вимірюваннями. Збіг отриманих значень теоретичних та 
експериментальних результатів свідчить про працездатність розробленої моделі. 
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Theoretical study of thermal processes on carbon electrodes as a 

result of plasma action during nanostructure generation in a 

vacuum arc 
 

A mathematical model has been refined to determine the thermophysical and 
thermomechanical processes on electrodes during the plasma formation of 
nanostructures. The model takes into account the effects of electrode spots, 
evaporation, sputtering, and thermal stresses in the electrode bodies. Calculations of 
temperature distribution on the surfaces of the graphite cathode and anode were 
carried out, considering the conditions necessary for obtaining nanostructures. An 
analysis of the thermophysical processes on the surfaces of the graphite cathode and 
anode during the transition to the working regime was conducted. The stability of the 
electrodes during plasma generation of nanostructures was determined by changes in 
the geometry of the electrodes. Calculations of the temperature fields on the end 
surface of the graphite cathode showed that with a continuous increase in the cathode 
surface temperature, the nature of its distribution does not change fundamentally. 
Calculation of temperature fields along the radius of the graphite cathode at different 
moments in time during the transition to the working regime showed a slight impact of 
evaporation on the change in the cathode's geometry. Determining the temperature 
fields along the generatrix of the anode showed the greatest impact of evaporation on 
the small area of the anode closest to the cathode. The dependencies of the acting 
stresses on temperature for the graphite cathode and anode were obtained. Studies 
of the dynamics of changes in thermal stresses on the electrodes during the formation 
of nanostructures in a plasma environment indicate that the values of thermal stresses 
are far from the material's strength limit. A theoretical study of the thermophysical and 
thermomechanical processes on the graphite cathode was carried out and compared 
with experimental measurements. The calculation of the electrodes' lifespan during the 
creation of carbon nanostructures in a plasma environment was 2.52∙105 s. The 
experimental lifespan of the graphite cathode is 2.88∙105 s, which is quite close to the 
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calculated value. The coincidence of the obtained theoretical and experimental results 
indicates the viability of the developed model. The article may be of interest when 
designing equipment for obtaining nanostructures in a plasma environment and for 
further research on the physical parameters of electrodes. 

Keywords: temperature, heat flux, thermal stresses, electrodes, electrode 

spots, nanostructures. 
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