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Балки з композитів широко використовуються у конструкція літальних апаратів, різномані-
тних машинах та механізмах. Досвід експлуатації, ремонту таких об’єктів свідчить про те, 
що при проектуванні балок та лонжеронів обов’язково слід брати до уваги такі ефекти як 
вплив термічних напружень та додаткового вкладу коефіцієнтів Пуасона у напружений 
стан елементів балок як у напрямку довжини, так і вздовж ширини елементів балок. 
Чисельні дослідження, що присвячені оцінці напружено-деформованого стану несучих 
конструкцій з композитів демонструють висновки, що ефекти термічного розширення 
(звуження) різнорідних з’єднаних елементів та вплив коефіцієнтів Пуасона дають значні 
прибавки напружень. Величина цих прибавок може складати до десятків відсотків від 
базового навантаження (тобто без врахування цих ефектів). 
В роботі запропоновано інженерну математичну модель, яка дозволяє оцінити величину 
нормальних та дотичних напружень від термічного навантаження та напружень Пуасона. 
Проведено аналіз розподілу цих напружень вздовж довжини та ширини елементів балки. 
При використанні конструктивно-технологічного рішення балок з заплечиками 
запропонована методика дозволяє обгрунтовано обрати клей або сполучне для надійного 
зєднання полиці з заплечиком, а також коректніше обґрунтувати геометричні розміри 
елементів балок. Також цю методику можливо використовувати для розробки нових 
конструктивно-технологічних рішень балок та інших несучих елементів (нервюр, стінок, 
перетинок, накладок, нахлесткових з’єднань деталей з композитів). 
Ще одним прикладним напрямком використання розробленої методики можна вважати 
розробки та оптимізацію існуючих технологічних процесів вироблення деталей та 
агрегатів з композитів, у яких використовується, так звана, гаряча полімеризація 
сполучного (при підвищених температурах). Методика дозволяє оцінити рівень термічних 
напружень, що виникають при виготовленні агрегату. 
Загалом, запропонована методика дозволяє зрозуміти принципи виникнення додаткових 
напружень, оцінити їх абсолютні значення та збільшити точність оцінки напружено-
деформованого стану елементів балок. 
Ключові слова: композитна балка, термічні напруження, крайові ефекти, напруження 
Пуассона, напружений стан. 

 
Вступ 

Композити широко використовуються у різних галузях національної 
економіки та ця тенденція є сталою у розвитку сучасних силових конструкцій 
літальних апаратів [1, 2]. Завдяки високій питомій міцності та низці спеціальних 
властивостей можливо досягти зниження маси силових конструкцій на 20…40% 
у порівнянні з аналогічними металевими конструкціями тієї же несучої здатності. 
Тому використання композитів розглядається як актуальний та впливовий 
напрямок розвитку об’єктів промисловості . 

Балки є дуже розповсюдженим елементом силових конструкцій літальних 
апаратів. Беручи до уваги особливості передавання зовнішніх навантажень, 
основні елементи балок (полки та стінка) повинні мати різну структуру композиту, 
та як наслідок – відмінні фізико-механічні характеристики. З цієї причини на межі 
їх взаємодії та у них самих виникають додаткові напруження, які обумовлені 
різницею коефіцієнтів Пуасона при розтяганні-стисканні в умовах сумісного 
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деформування [3]. 
 

Прийняті припущення 

При розробці методики розрахунку напружень та аналізі впливу крайових 
ефектів від температури та коефіцієнтів Пуасона використовувався принцип 
суперпозиції компонетів напружень, їх взаємна незалежність один від одного. При 
аналізі розподілу дотичних напружень у клейовому шарі використовувалася 
модель Фолькерсена. При аналізі напруженого стану балки припускалося, що як 
нормальні, так і дотичні напруження діють у полиці та заплечику, тобто принцип 
диференціації навантаження не використовувався. Також напруження у 
повздовжньому та поперечному напрямку вважалися такими, що не впливають 
одне на інше. 

 

Методи дослідження 

При виводі залежностей використовувалися класичні рівняння 
деформівного твердого тіла – рівняння рівноваги, принцип сумісності деформацій 
з’єднаних елементів (взаємне проковзування з’єднувальних елементів відсутнє). 

При навантаженні композитних балок механічним та термічним 
навантаженням у них виникає явище стисненої деформації, яке проявляється, в 
основному ближче до крайок з’єднаних елементів (полиці та заплечика). В 
результаті створюється додаткове навантаження від термічного 
розширення/скорочення та впливу коефіцієнтів Пуасона у повздовжньому та 
поперечному напрямку (рис. 1). 

 

 
а 

 
б 

Рис. 1. Схема виникнення додаткового напруженого стану 
у наслідок появлення крайових ефектів у полках та стінці балки 

 
Аналогічні явища виникають у зонах різкої зміни товщин та додаткового 

армування полок шарами композиту з кутами армування [90º] або [±]. Так як 
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розглянутий напружений стан виникає завдяки наявності вільних крайок, то ці 
явища відносяться до крайових ефектів. На рис. 1 показана схема появи крайових 
ефектів [4, 5]. 

Слід відзначити, що температурні крайові ефекти виникають на кінцях 
балки завдяки різним коефіцієнтам лінійного температурного розширення (КЛТР) 
у повздовжньому напрямку та по усій довжині повздовжніх кромок – завдяки 
різним КЛТР у поперечному напрямку. Також спостерігається вплив крайових 
ефектів за всією довжиною повздовжніх кромок завдяки наявності коефіцієнтів 
Пуасона. У загальному випадку цей вплив є різним за довжиною завдяки різник 
напруженням у полках вздовж довжини балки. Загальний вигляд конструктивно-
технологічного рішення перерізу композитної балки з заплечиками показано на 
рис. 2. 

 

 

Рис. 2. Узагальнена схема розрахунку параметрів балки, 
навантаженої системою зовнішніх зусиль та температурним полем 
 
Дотичні напруження у клейовому шарі на межі полка-заплечик (при 

складанні балки після їх виготовлення) та міжшарові напруження (для 
інтегральних конструкцій), що виникають внаслідок різниці КЛТР пакету 
композиту полки та стінки вздовж осі Х, визначаються за формулою [4, 5] (індекс 
“в” означає верхню полицю) 
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де Тк, Тп – температури експлуатації та виготовлення конструкції відповідно; 


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 – КЛТР матеріалів полки та заплечиків (стінки) вздовж осі х;  

пвх
G , 

звх
G  – модулі зсуву матеріалів полки та заплечиків (стінки) вздовж осі 

х; l – довжина з’єднання (балки); 
пвх

E , 
звх

E  – модулі пружності матеріалів 

полки та заплечиків (стінки) вздовж осі х при розтяганні; к, Gк – товщина та 

модуль зсуву матеріалу клейового шару (для інтегральних КТР к=0) (рис. 3а). 

На етапі проектування балки можливо використовувати значення модулів 
міжшарового зсуву, які, як правило, є паспортними даними. Якщо ці дані відсутні, 

то модуль зсуву 12
G  можна взяти з характеристик відповідного 

односпрямованого КМ. 
Для визначення нормальних напружень у полиці та заплечику 

використовують наступні залежності: 
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При дослідженні крайових ефектів для нижньої полиці у формулах (1)-(4) 

слід замінити індекс “в” на “н”, наприклад замість 

пвх  слід підставляти 


пнх . 

Дотичні міжшарові напруження (див. формулу (1)) досягають максимуму 
при х=0 та х=l відповідно [6]: 
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Нормальні напруження досягають максимальної величини при x=l/2: 
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При kl>10, th(kl/2)1, sech(kl/2)0, тобто формули (5), (6) можуть бути 
спрощені та записані у вигляді: 
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а        б 

Рис. 3. Розподіл нормальних та дотичних напружень у полиці та заплечику: 
а – за довжиною балки; б – за шириною балки 
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В поперечному напрямку (вздовж осі z) компоненти додаткових напружень 
від зміни температури (рис. 3, б) визначаються за формулами (1)-(9) після заміни 

індексу та змінної х на z, а параметру l – на ширину відповідної полиці вb  або нb

[7]. 
Слід також звернути увагу на наступну обставину. Формули та залежності, 

які приведено вище, є наближеними, тому що не враховують взаємний вплив ком-
понентів напружень за осями х та z, тобто так званих деформацій Пуассона. 

У кутах балки на межі полиця-заплечик у клейовому шарі виникає 
двовісний напружений стан та при оцінці міцності цього з’єднання слід векторно 
складати компоненти напружень. Аналогічна операція виконується і для 
нормальних напружень у полиці та заплечику. 

Завдяки різниці коефіцієнтів Пуассона при розтягуванні та стисканні 
полиць виникають крайкові ефекти вздовж осі z (див. рис. 1). У цьому випадку 
дотичні (міжшарові) напруження визначаються залежністю [8]. 
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де 
пв

N  – погонне зусилля у верхній полиці від зовнішніх силових факторів 

(осьової сили та згинального моменту);  пвT ввT
N =  – погонне 

температурне зусилля; пвxz , звxz  – коефіцієнти Пуассона матеріалів 

полиці та заплечиків. 
Нормальні напруження вздовж осі z від розгляданого фактору 

розраховуються за формулами 
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Для нижньої полиці слід замінити індекси “в” на “н”. 
На рис. 4 представлено схеми напруженого стану елементу верхньої 

полиці, заплечику та клею. Ступінь співпадіння результатів аналітичних 
досліджень може бути порівняний за допомогою чисельної симуляції 
напруженого стану [9, 10]. 

 
а 

 
б      в 

Рис. 4. Напружено-деформований стан елементів балки 
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Висновки 

Приведені залежності складно використовувати при проектуванні балки, 
але вони дозволяють сформулювати два важливих висновки: 

– так як у полицях у поперечному напрямку (вздовж осі z) виникають як 
температурні так і пуассонові напруження, то у реальних конструкціях балок 
доцільно доповнювати схему армування полиць шарами з орієнтацією 90º, які 
найбільш придатні до сприйняття компонентів напружень вздовж осі z; 

– для зниження рівня дотичних (міжшарових) напружень на межі полиця-
заплечик слід збільшувати кількість поверхонь зклеювання (приформовування). 
У цьому випадку значення максимальних напружень слід розділити на кількість 
поверхонь контакту. 
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Edge effects in composite beams 
 

Beams made of composites are widely used in aircraft structures, various 
machines and mechanisms. The experience of operation and repair of such objects 
shows that when designing beams and spars, one must take into account such effects 
as the influence of thermal stresses and the additional contribution of Poisson's 
coefficients to the stressed state of beam elements both in the length direction and 
along the width beam elements. Scientific studies devoted to the assessment of the 
stress-strain state of load-bearing structures made of composites demonstrate the 
conclusions that the effects of thermal expansion (contraction) of heterogeneous 
connected elements and the influence of Poisson's ratios give significant increases in 
stress. The value of these increases can be up to dozens of percents of the base load 
(that is, without taking these effects into account). 

The paper proposes an engineering mathematical model that allows estimating 
the value of normal and shear stresses from thermal loading and Poisson stresses. An 
analysis of the distribution of these stresses along the length and width of the beam 
elements was carried out. 

When using the structural-technological solution of beams with sub-shoulders, 
the proposed method allows you to reasonably choose adhesive or binder for reliable 
connection of the cap with sub-shoulder, as well as more correctly justify the geometric 
dimensions of the beam elements. Also, this technique can be used to develop new 
structural and technological solutions for beams and other load-bearing elements (ribs, 
walls, webs, doublers, overlapping joints of composite parts). 

Another applied direction of using the developed methodology can be 
considered the development and optimization of existing technological processes for 
the production of parts and units of composites, in which the so-called hot 
polymerization of the binder (at elevated temperatures) is used. The method makes it 
possible to estimate the level of thermal stresses that occur during the manufacture of 
the unit. 

In general, the proposed technique makes it possible to understand the 
principles of additional stresses occurrence, to estimate their absolute values, and to 
increase the accuracy of estimating the stress-strain state of beam elements. 

Key words: composite beam, thermal stress, edge effects, Poisson’s stress, 
stress state. 
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