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МЕТОДИ ВИЗНАЧЕННЯ КОЕФІЦІЄНТІВ ІНТЕНСИВНОСТІ  

НАПРУЖЕНЬ У АВІАЦІЙНИХ КОНСТРУКЦІЯХ 
 

При виконанні розрахунків на живучість та залишкову міцність елементів авіаційних конструкцій ви-

никає необхідність у встановленні функціонального взаємозв'язку між даними про навантаження кон-

струкції, конфігурацією тріщини та одним з параметрів, що характеризує граничний стан матеріалу 

у вершині тріщини - коефіцієнтом інтенсивності напружень (КІН). У статті представлено огляд та 

аналіз методів визначення КІН. Описані три основні підходи: аналітичний, чисельний та експеримен-

тальний. Проаналізовано доцільність використання кожного з них. Виявлено, що для натурних авіа-

ційних тонкостінних конструкцій із підкріплюючим поздовжньо -поперечним силовим набором змінної 

жорсткості, на які діє складний характер зовнішніх навантажень та присутні контактні поверхні і 

контактні напруження між елементами конструкції, визначення КІН значно ускладнюється при за-

стосуванні аналітичних та/або чисельних моделей. Встановлено, що для таких задач найкраще підхо-

дять експериментальні методи з використанням методів тензометрії, а саме методу запропоновано-

го J.W. Dally та R.J. Sanford, у англомовній літературі відомий як DST. Описано теоретичні формулю-

вання цього підходу, представленні рекомендації щодо визначення орієнтації тензодатчика, розгляну-

ті існуючі модифікації методу. Показано широкі можливості використання тензометричного методу 

на різних типах матеріалів (крихких та пластичних), а також для різних конфігурацій зразків. У про-

веденому огляді виявлено проблеми, які можуть виникнути при застосуванні цього методу.  Авторами 

представлено власне бачення щодо перспектив розвитку експериментального методу для моніторингу 

стану авіаційної конструкції в реальному часі. Зокрема, запропоновано гібридний підхід, який поєднує 

тензометричний метод з методом скінченних елементів та методом цифрової кореляції зображень. 

Описано три можливі шляхи їх застосування в залежності від поставлених задач. Крім того, підкрес-

лено важливість інтеграції цих методів у загальну систему діагностики для забезпечення своєчасного 

виявлення та аналізу дефектів, що виникають при експлуатації авіаційних конструкцій. 
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Вступ 
 

Проектування та експлуатація сучасних повіт-

ряних суден відбувається відповідно до концепції 

допустимості пошкодження [1], яка передбачає  

можливість експлуатації конструкції при наявності 

втомних і корозійних ушкоджень та деградації ма-

теріалів. Практична реалізація цієї концепції поля-

гає у прогнозуванні росту втомних тріщин, обґрун-

туванні граничних станів критичних елементів 

конструкції та встановленні залишкової міцності 

[2]. Під час експлуатації повітряних суден на них 

діє комплекс змінних навантажень, що призводить 

до накопичення та об’єднання дефектів у матеріалі, 

а також до розвитку втомних тріщин. Застосування 

концепції допустимості пошкодження обумовлене 

економічною ефективністю. Проте, зі зростанням 

парку літаків із значним нальотом, потрібно розро-

блювати спеціальні підходи для своєчасного відс-

теження поширення тріщин, оцінки напруженого 

стан біля їх вершини та запобігання виникненню 

критичних ситуацій. Встановлення залишкової мі-

цності та втомної довговічності здійснюється на 

основі підходів механіки руйнування. Оскільки 

елементи авіаційних конструкцій зазвичай розра-

ховані для роботи в пружній області, для опису 

поведінки тріщин можна застосовувати підходи 

лінійно-пружної механіки руйнування (ЛПМР). 

Одним із основних параметрів ЛПМР, що характе-

ризує розподіл напружень у вершині тріщини, є  

коефіцієнт інтенсивності напруження (КІН). Він 

використовується для опису полів напружень за-

лежно від розміру та форми тріщини, геометрії 

конструкції та прикладеного навантаження. Для 

його визначення були розроблені аналітичні, чисе-

льні та експериментальні методи та підходи . 

Використання аналітичних методів через пев-

ні математичні складнощі обмежене простими гео-

метричними конфігураціями, такими як нескінчен-

ні або напівнескінченні пластини з центральними 

або краєвими тріщинами та інші. Однак натурні 

авіаційні тонкостінні конструкції є складними, 
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оскільки мають підкріплюючий поздовжньо-

поперечний силовий набір змінної жорсткості, кон-

тактні поверхні та контактні напруження між еле-

ментами конструкції, і зазнають дії складних зов-

нішніх навантажень. Це обумовлює застосування 

чисельних методів. 

Зі зростанням потужності обчислювальної те-

хніки інженери отримали можливість використову-

вати різноманітні програмні продукти, які за допо-

могою чисельних методів дозволяють оцінювати 

поведінку конструкції в реальних умовах експлуа-

тації. Проте моделювання поточного стану конс-

трукції може бути складним та трудоємним . Такі 

фактори як корозія сумісно з втомним руйнуван-

ням, невідповідність геометричних розмірів реаль-

ної конструкції даним закладеним у конструктор-

ській документації, розбіжність табличних значень 

модуля пружності з фактичними значеннями на 

конструкції, наявність залишкових технологічних 

напружень, не дотримання режимів термообробки, 

дія змінних температур, вологості, радіації та інші 

чинники, обмежують можливості використання 

чисельних методів. У таких випадках більш ефек-

тивними стають експериментальні методи, які мо-

жна реалізовувати для моніторингу натурної конс-

трукції в режимі реального часу. Вони дають змогу 

адекватно оцінити поведінку складних конструкцій 

під дією експлуатаційних навантажень за рахунок 

прямого визначення КІН у вершині тріщини. Такі 

методи часто застосовуються для перевірки чисе-

льних результатів розрахунків. Серед експеримен-

тальних методів визначення КІН одними з найпро-

стіших та найбільш доступних є методи тензомет-

рії.  
 

Постановка задачі 
 

При оцінці живучості та залишкової міцності 

елементів конструкцій важливо встановити взаємоз-

в'язок між навантаженнями на конструкцію, параме-

трами тріщини та КІН, що характеризує граничний 

стан матеріалу у вершині тріщини. При встановлен-

ні граничних станів елементів конструкції викорис-

товуються концепції руйнування з урахуванням си-

лових, енергетичних або деформаційних критеріїв. 

Найбільш поширеними в інженерній практиці є си-

лові, які базуються на КІН. Для його визначення 

можуть використовуватися аналітичні, чисельні або 

експериментальні методи. 

Метою роботи є проведення огляду та аналіз 

існуючих методів визначення КІН, їх особливостей, 

переваг та недоліків, а головне – можливості успіш-

ного застосовання на реальних авіаційних констру-

кціях для своєчасного виявлення та аналізу дефек-

тів, що виникають при експлуатації авіаційних кон-

струкцій. 

Методи визначення КІН в зразках 

і конструкціях 
 

1.1. Аналітичні методи 

 
Для вирішення задач теорії пружності тіл з 

тріщинами існують різноманітні аналітичні методи, 

серед яких можна виокремити: метод комплексних 

потенціалів, метод Колосова-Мусхелішвілі, метод 

граничних колокацій, метод конформних відобра-

жень, метод інтегральних перетворень, метод син-

гулярних інтегральних перетворень з використан-

ням функцій Гріна, метод Вінера-Хопфа, метод 

об’ємних масових сил або метод вагових функцій, 

альтернативний метод (алгоритм Шварца), метод 

асимптотичної апроксимації [3]. 

Для типових геометричних конфігурацій кон-

центраторів значення коефіцієнтів розраховані за 

допомогою аналітичних методів та представлені у 

серії довідників, наприклад, [4, 5].  

Розв’язки, представлені у довідниках, як пра-

вило, мають фундаментальний характер і можуть 

бути застосовані до більш складних випадків за до-

помогою принципу суперпозиції [6]. На сьогодніш-

ній день, аналітичні розв’язки в основному викорис-

товуються для верифікації чисельних та експериме-

нтальних методик. 

 

1.2. Чисельні методи 

 

Найбільш відомими чисельними методами є  

метод скінченних елементів (finite element method - 

FEM), метод граничних елементів та безсітковий 

метод [7]. Системи автоматизованого інженерного 

аналізу за допомогою цих розрахункових методів 

дозволяють якісно моделювати різноманітні фізичні 

процеси. Однак, відповідно до процедури V&V 

(Verification and validation), необхідно 

підтверджувати узгодженість та збіжність 

результатів моделювання з експериментальними 

даними [8]. Це значно ускладнює їх використання. 

 

1.3. Експериментальні методи 

 
До експериментальних методів належать: фо-

топружності [9, 10], метод каустики [11, 12], інтер-

ферометрії [13], кореляції цифрових зображень 

(digital image correlation – DIC) [14, 15], метод пруж-

ної піддатливості (compliance measurement) [16], 

методи з використанням  волоконно-оптичних дат-

чиків, методи з використанням флексоелектричних 

градієнтних датчиків деформації [17], когерентного 

градієнтного зондування. Однак більшість із них 

мають певні обмеження у застосуванні. Наприклад, 

метод фотопружності застосовується до моделей, 
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виготовлених з фотопружних матеріалів, метод кау-

стики ефективний на прозорих або напівпрозорих 

матеріалах, а методи інтерферометрії вимагають 

специфічних умов при проведенні випробувань. 

J.W. Dally та R.J. Sanford запропонували оригі-

нальний підхід до визначення розподілу напружень 

біля вершини тріщини в конструкціях складної фо-

рми на основі використання тензодатчиків [18]. Та-

кий підхід набув поширення у англомовній техніч-

ній літературі як DST метод. Треба зазначити, що 

серед усіх відомих тензометричних методів, метод 

DST є найпоширенішим способом експерименталь-

ного аналізу напружень завдяки відносно низькій 

вартості та простоті використання. 

 

2.1. Метод DST 

 

Першими тензометричний метод визначення 

КІН, який був застосований на практиці, запропону-

вали J. W. Dally та R. J. Sanford у 1987 [19]. У ньому 

використано рішення R. J. Sanford [20], що є моди-

фікацією рішення H.M. Westergaard для поля на-

пружень та деформацій навколо тріщини. Через не-

можливість застосування на практиці рішення у ви-

гляді нескінченного ряду, вчені розглянули трипа-

раметричне рішення з використанням одного тензо-

датчика та чотирипараметричне рішення з двома 

тензодатчиками. Отримані результати показали, що 

для точного визначеня КІН достатньо одного тензо-

резистора, чотирипараметричний розв’язок слід за-

стосовувати для тіл у яких вершина тріщини знахо-

диться близько до зони прикладання навантажень та 

потребує четвертого члена у ряді для більш точного 

представлення поля.  

При застосуванні тензометричної техніки на 

практиці, зокрема для правильного розташування 

тензодатчика, важливо розуміти природу області 

навколо тріщини. Зону, прилеглу до вістря тріщини, 

умовно можна поділили на три частини (рис.1).  

Область I розташована поблизу вершини трі-

щини. Через нелінійність, що викликана пластичним 

деформуванням, ця область не підходить для вимі-

рювання деформацій. Область II вважається об-

ластю ближнього поля. У цій області поле деформа-

цій може бути представлене достатньо точно за до-

помогою невеликої кількості членів ряду, тому це 

оптимальне місце розташування тензодатчика. Об-

ласть III – це область дальнього поля. Через надмір-

ну віддаленість усічений ряд, що описує поле дефо-

рмації, містить значну кількість членів ряду, що ро-

бить вимірювання деформацій не доцільним. 

Після визначення місця наклейки тензодатчика 

необхідно правильно його зорієнтувати (рис. 1). По-

чаток координатної системи X-Y співпадає з верши-

ною тріщини, а початок системи координат x-y 

співпадає з геометричним центром датчика. Кут θ  -

 це кут між напрямком росту тріщини та положен-

ням тензодатчика, а α – це кут орієнтації датчика. 

Вибір кутів залежить від коефіцієнта Пуассона ма-

теріалу [19]. 

 

 
 

Рис. 1. Зони навколо тріщини та місце  

розташування тензодатчика 
 

Виміряна деформація пов’язана з КІН за насту-

пним рівнянням: 

 

I
xx

1 3
k cos sin sin cos2

K 2 2 2
2

1 32 r
sin cos sin 2

2 2

  
   

   
    

  

,       (1) 

 

де     μ – модуль зсуву; 

εхх – виміряна деформація вздовж тензодатчика; 

КІ – КІН для зміщення берегів тріщини по типу 

нормальний відрив (мода I); 

k – коефіцієнт, який визначається за формулою: 
 

 

 

1
k

1




 
,                                (2) 

 

де     ν – коефіцієнт Пуассона. 

В окремому випадку для кутів θ= 60° та α= 60°, 

що відповідає алюмінію, рівняння (1) можна вирази-

ти у наступному вигляді: 
 

I xx
8

K E r
3

   ,                        (3) 

 

де     Е – модуль Юнга. 
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Результати отримані за допомогою запропоно-

ваної техніки, демонструють прийнятну відповід-

ність з аналітичними та розрахунковими значеннями 

отриманими за допомогою скінченно елементного 

аналізу (finite element analysis – FEA), завдяки її 

простоті та ефективності DST здобула широке вико-

ристання та в подальшому була вдосконалена інши-

ми науковцями.  

 

2.2. Особливості застосування методу DST 

 

Тензометричний метод визначення КІН, а саме 

DST вперше була застосована на алюмінієвих зраз-

ках. При його відпрацюванні стало очевидним, що 

формування пластичної зони значно впливає на зна-

чення деформацій, що вимірюються. Пізніше для 

корекції отриманих результатів була запропонована 

методика [21], однак основним обмеженням стало 

те, що для обчислення розміру пластичної зони пот-

рібне значення КІН. L. Parnas  і G. Bilir застосували 

DST для зразків зі сталі та алюмінію різної товщини 

від 0,5 до 20,8 мм [22]. В їхній роботі було показано, 

що точність вимірювання КІН залежить від товщини 

зразка, що пояснюється утворенням пластичних зон. 

Такі ж висновки зробили інші науковці у своїх дос-

лідженнях [23].  

Однією з основних проблем для металевих зра-

зків є визначення правильної довжини тріщини, 

оскільки це впливає на розташування тензодатчика. 

Основні труднощі пов’язані з врахуванням або не 

врахуванням пластичної зони, тобто знаходження 

ефективної або видимої довжини тріщини. Це приз-

вело до розповсюдження DST на ізотропні матеріа-

ли, найбільш популярним вибором став поліметила-

крилат (PMMA). Це класичний модельний матеріал, 

перевагою якого є легкість роботи при створенні 

тріщин. A. Shukla та інші [24] першими застосували 

DST на склоепоксидному композиті. Крім того ав-

тори дослідили вплив розміру тензодатчика на сере-

дню похибку вимірювань. 

Загалом DST застосовувалась на різних видах 

матеріалів, таких як алюміній, сталь, композит, 

PMMA та біметали.  

У випадку алюмінію, застосовувались такі 

сплави як 2024-T851 [17], 5052 [25], 6061-T6 [19], 

6082- T6 [26], 7075-T6 [23, 27], та інші [28, 29].  

Також дослідження проводились на сталевих 

зразках [27, 30]. 

Велика кількість досліджень проводилась на 

PMMA [31, 32, 33]. 

Серед композитів тензометричний метод засто-

совувався на скловолокні [24, 34, 35], вуглепластику 

[20], та інших матеріалах [36].  

Також були спроби застосування DST на біме-

талах, оскільки ці матеріали характеризуються ви-

сокою розбіжністю властивостей. Розглядалась ком-

бінація полікарбонату склеєного з алюмінієм та 

композиту з алюмінієвими армувальними частинка-

ми. 

Для перевірки методу DST випробування про-

водили на стандартних конфігураціях зразків, для 

яких існують аналітичні розв’язки. Однією з найпо-

ширеніших конфігурацій є пластина з крайовою або 

центральною тріщиною, яка піддається розтягу 

(рис. 2). У англомовній літературі зразок з крайовою 

тріщиною відомий як single edge-cracked tension 

(SECT) його використання для обчислення КІН ме-

тодом DST представлено у роботі [31]. Однією з 

його модифікацій є зразок «лопаточка» з крайовою 

тріщиною [28]. Багато досліджень проводилось на 

зразках з боковим надрізом, розміщеним під кутом 

[34, 35] та на зразках з центральною тріщиною 

(center-cracked tension (CCT)) [30].  

 

 
 

а б в  

Рис. 2. Зразок пластина з тріщиною: 

 а – SECT, б – SECT під кутом, 

 в – CCT 

 

Також широко використовуються зразки з бо-

ковим надрізом (single edge notch tension specimen 

(SENT)) представлені на рис. 3. Випробування на 

зразках з крайовим надрізом проводилось у роботі 

[31], з V-подібним надрізом [24, 33] та надрізом під 

кутом [25]. 

Типовим зразком для металів є прямокутний 

зразок з боковою тріщиною, також відомий як ком-

пактний, який використовується для випробувань 

позацентровим розтягом [21, 23]. У англомовні літе-

ратурі він відомий як compact tension specimen 

(C(T)). 

Також метод DST застосовували на зразках з 

крайовою тріщиною або надрізом  для досліджень 

триточковим згином [19, 36] та на зразках з боковим 

надрізом для проведення випробувань на попереч-

ний згин. 

Метод DST може використовуватися для ви-

значення КІН для різних режимів навантаження. 
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Спершу вона була застосована для режиму наванта-

ження нормальний відрив (мода I), більшість робіт 

була проведена для цього виду навантаження [17, 

19, 21, 23, 24, 26, 29 – 33, 36, 37]. 

 

 
а б в  

Рис. 3 SENT зразки: 

а – з крайовим надрізом, б – з V-подібним надрізом, 

в – з надрізом під кутом  
 

Згодом DST стали апробовувати і для інших 

режимів. Її застосовували для вимірювання динамі-

чного КІН [28]. Для змішаного режиму КІН DST 

використовували у роботах [25, 34, 35]. A Bürgel та 

інші першими запропонував використання для ре-

жиму поперечного зсуву (мода II) [37], в подальшо-

му в цьому напрямі було здійснено ще одну роботу 

[27].  

Однією з основних переваг DST є можливість 

отримання потрібних результатів тільки з викорис-

тання одного тензодатчика [17, 19, 23, 24, 27 – 31, 33 

– 37]. Однак, оскільки головною умовою отримання 

точних результатів є вимірювання деформації саме у 

області II, багато дослідників наклеювали тензодат-

чика вряд, намагаючись експериментально визначи-

ти межі зони. H. Sarangi та інші першими дали ре-

комендації щодо визначення верхньої межі області 2 

[31, 39]. Для цього вони запропонували використо-

вувати FEA, і дійшли висновку, що протяжність 

трипараметричної зони 2 зменшується зі збільшен-

ням довжини тріщини. 

На додаток до DST, в літературі були запропо-

новані інші тензометричні методики. J.R. Berger та 

J.W. Dally запропонували метод, який використовує 

три десяти-елементні полоси з тензодатчиками [40]. 

Метод базується на визначенні КІН шляхом 

розв’язання великої кількості надмірно детерміно-

ваних рівнянь. J. Wei та J. Zhao [41] розробили ме-

тод, що вимагає використання двох тензорезисторів. 

T. Kondo та інші [25] використовували десять тензо-

резисторів для визначення змішаного режиму КІН. 

M. J. Maleski [36] запропонував новий тензометрич-

ний метод з використовуючи розетку з двох датчи-

ків розміщених під кутом 90°. F. Mejni та інші [29] 

на основі DST запропонували два тензометричних 

методи: перший з використанням двох тензодатчи-

ків, другий - модифікований метод з двома тензода-

тчиками. Результати розрахунків показали, що та-

ким чином можна отримати більш точне значення 

КІН.  

 

2.3. Перспективи розвитку DST 

 
Робота над цією статтею була проведена з ме-

тою визначення КІН для складних натурний авіа-

ційних конструкцій, оскільки саме цей параметр є 

показником критичності тріщини та використову-

ється у розрахунках на залишкову довговічність. 

Після огляду наявних методів визначення КІН, ав-

тори виявили деякі проблеми, пов’язані з відсутніс-

тю рекомендацій щодо визначення протяжності зо-

ни 2 (рис. 1) та складнощами точного наклеювання 

датчика під певним кутом. Тому було запропонова-

но три можливі шляхи вдосконалення експеримен-

тального підходу DST. 

Перший шлях передбачає перед проведенням 

випробувань застосування FEA для визначення меж 

зони 2 з метою точнішого розташування тензодат-

чика та подальшого використання DST на конструк-

ції.  

Другий шлях базується на визначенні полів де-

формації за допомого FEA та обчислення КІН за 

допомогою DST. Цей підхід може бути корисним  

для попередньої оцінки критичного стану елементу. 

З використанням методів моделювання тріщини 

відтворюється конструкція, обчислюється поле де-

формації та обчислюється КІН по знайденим на мо-

делі деформаціям , відповідно до формули (3). Спе-

ціалізоване програмне забезпечення для FEA  часто 

має вбудовані рішення для обчислення КІН, най-

більш поширеним з яких є метод J – інтеграла. Од-

нак цей метод має певні недоліки, тому порівняння 

результатів з експериментальними даними, а саме з 

DST буде корисним для підвищення точності. 

Третій шлях полягає у визначенні поля дефор-

мацій за допомогою безконтактного оптичного ме-

тоду DIC. Він базується на порівнянні фотографій 

поверхні з тріщиною перед навантаженням та після 

нього для визначення полів переміщень і деформа-

цій. Для підвищення точності карт переміщень на 

поверхню з тріщиною попередньо наноситься спекл-

візерунок. Отримавши деформації, можна обчисли-

ти КІН за допомогою формули DST. Останнім часом 

DIC стає все більш популярним в експерименталь-

ній механіці завдяки можливості безконтактного 

вимірювання полів деформацій натурної конструк-

ції. Застосування цього методу на панелі крила ко-

мерційного літака описано у статті [15]. 
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Висновки 
 

Проведений огляд методів визначення КІН для 

авіаційних конструкцій показує важливість викори-

стання експериментальних підходів для виконання 

точних розрахунків на втомну довговічність та за-

лишкову міцність. При аналізі літературних джерел 

продемонстровано, що використання DST може за-

безпечити найбільш коректні результати в цьому 

контексті. Важливо зауважити, що метод DST може 

успішно застосовуватися на різних конфігураціях 

зразків, виготовлених з різних авіаційних матеріа-

лів, та при різноманітних видів навантаження. Це 

дозволяє інженерам отримати надійні дані про КІН, 

які є ключовими для ефективного проектування та 

забезпечення безпеки авіаційних конструкцій. 
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STRESS INTENS ITY FACTOR DETERMINATION METHODS FOR AIRCRAFT STRUCTURES  

Iryna Dzhavadova, Sergey Ignatovich 

During calculations for the fatigue and residual strength of aircraft structural elements, it is necessary to estab-

lish a functional relationship between the structure’s loading data, crack configuration, and one of the parameters 

characterizing the material’s limit state at the crack tip the stress intensity factor (SIF). This paper provides an over-

view of methods for determining SIFs. Three main approaches are described here: analytical, numerical, and exper-

imental. The appropriateness of each approach is analyzed. It has been found that for full-scale aviation thin-walled 

structures with a supporting longitudinal-transverse load set of variable stiffness, subjected to complex external 

loading conditions and with contact surfaces and contact stresses present between structural elements, the determi-

nation of SIFs is significantly complicated when using analytical and/or numerical models. It has been established 

that experimental methods using strain gauge techniques are most suitable for such tasks, particularly the method 

proposed by J. W. Dally and R. J. Sanford, known in English technical literature as DST. The theoretical formula-

tions of this approach are described, recommendations for determining the strain gauge orientation are presented, 

and existing modifications of the method are considered. The applicability of the strain gauge method to different 

types of materials (brittle and plastic) and to various specimen configurations is demonstrated. The review revealed 

potential problems that may arise when applying this method. The authors present their vision regarding the pro-

spects for developing experimental methods for real-time monitoring of the conditions of aviation structures. In par-

ticular, a hybrid approach is proposed that combines the strain gauge method with the finite element method and the 

digital image correlation method. Three possible application methods are  described depending on the tasks. In addi-

tion, the importance of integrating these methods into the overall diagnostic system for the timely detection and 

analysis of defects occurring during the operation of aviation structures is emphasized. 

Keywords: crack; stress intensity factor; strain gauge; fracture mechanics. 
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