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СИНТЕЗ ПЛАНЕТАРНИХ МЕХАНІЗМІВ ТИПУ AI З ВРАХУВАННЯМ КУТІВ 

ЗАЧЕПЛЕННЯ ДЛЯ ЗВ'ЯЗАНИХ ТА НЕЗВ'ЯЗАНИХ КОЛІС 
 

Предметом вивчення в статті є процеси синтезу планетарних зубчастих механізмів типу АІ з незв'я-

заними та зв'язаними колесами для вирішення завдань проектування зубчастих коліс. Метою є розро-

бка синтезу планетарних механізмів типу AI з врахуванням можливих значень кутів зачеплення і з на-

перед заданими якісними показниками пар зубчастих коліс на етапі проектування. Завдання: розробити 

методику синтезу планетарного механізму типу AI, знайти генеральні рівняння з урахуванням залеж-

ності чисел зубців від кутів зачеплення для механізмів цього типу з незв'язаними та зв'язаними колеса-

ми з додатковими параметрами синтезу, які б давали змогу виконати синтез планетарного механізму 
таким чином, щоб гарантовано задовольнити потрібні кути зачеплення зубчастих коліс. Використо-

вуваними методами є: методи розв'язання системи лінійних параметричних рівнянь, яка отримана за 

допомогою генеральних рівнянь синтезу планетарних механізмів. Отримані такі результати. Були 

отримані генеральні рівняння для механізму типу AI, що враховують параметри геометричного розра-

хунку зубчастих пар що входять до складу механізму. Проведено дослідження отриманих генеральних 

рівнянь та побудована область існування планетарних механізмів типу AI для різних кутів зачеплення 

пар зв'язаних та незв'язаних коліс. З результатів синтезу видно, що область існування планетарних 

механізмів значно розширюється, що дає змогу реалізувати ширші границі передавального відношення 

для кожного числа сателітів та отримати додаткові числа зубців планетарного механізму, які не-

можливо знайти за допомогою класичних методів. Висновки. Наукова новизна отриманих в статті 

результатів полягає в наступному: розглянутий підхід синтезу з врахуванням кутів зачеплення дає 
змогу не тільки отримати додаткові комбінації чисел зубців зубчастих коліс планетарного механізму, 

а ще й в подальших розрахунках спільно використовувати існуючи блокуючи контури для кожної з пар 

коліс та наперед оцінити можливість нарізання зубчастих коліс, кути зачеплення яких будуть задово-

льняти обраному параметру на етапі синтезу планетарного механізму. 
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Вступ 
 

Планетарні механізми мають значні переваги 

перед рядними або кратними механізмами. Їх актив-

но використовують в машинобудуванні, в приладо-

будуванні. Планетарні механізми входять до складу 

редукторів, які знайшли широке застосування в аві-

ації [1] і в двигунах [2 - 4]. 

Планетарні механізми є порівняно недавнім 

винаходом. Першим планетарним механізмом був 

механізм АА із двома зовнішніми зачепленнями, 

який був винайдений в 1791 році. 

До складу планетарного механізму входять ше-

стерні, які почали розробляти ще в давнину, також 

продовжують цим займатися і в наш час [5]. 

При проектуванні планетарних механізмів на 

всіх етапах повинні виконуватися ряд вимог до ви-

робу: надійність, міцність, працездатність, швидко-

дія, зносостійкість, високий коефіцієнт корисної дії і 

т.п. Однак, ці вимоги часто суперечать один одному, 

тому практичним завданням при рішенні цієї про-

блеми є знаходження оптимального рішення для 

кожного випадку окремо. Це рішення зводиться до 

оптимального синтезу (підбору) чисел зубців коліс 

[6 - 8]. Також важливе значення має вибір коефіціє-

нтів зміщення ріжучого інструменту. При цьому 

слід враховувати той факт, що коефіцієнти зміщення 

впливають на значення кута передачі та якісних по-

казників кожної зубчастої пари. Тому, при виборі 

коефіцієнтів зміщення ріжучого інструменту, велике 

значення має залежність кутів передачі в різних 

ступенях проектованого планетарного механізму. 

При проектуванні планетарних механізмів ра-

зом с синтезом враховують геометрію [9, 10] і кіне-

матику зубчастої передачі [11, 12]. 

Для планетарних механізмів зубчасті колеса 

першого, другого та наступних ступенів можуть 

утворювати:  
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1) зв'язані колеса (присутні сателіти, що вхо-

дять у зачеплення з кількома колесами одночасно);  

2) незв'язані колеса (відсутні сателіти, що вхо-

дять у зачеплення з кількома колесами одночасно). 

При цьому використовувати відомі блокуючи 

контури можна спільно для пар зубчастих коліс різ-

них ступенів, якщо відома залежність кутів передачі 

різних ступенів для зв'язаних і незв'язаних коліс. 

В даній роботі розглядаються схеми планетар-

них механізмів AІ  та AІ  (рис. 1, 2), які також знай-

шли широку область застосування у машинобуду-

ванні у складі різноманітних механічних пристроїв.  

У зв'язку з використанням даних схем виникає 

актуальна задача про можливість виготовлення 

планетарних механізмів з наперед заданим передава-

льним відношенням і про його можливі значення.  

 

1. Постановка задачі 
 

Метою досліджень в даної статті є задача роз-

робки синтезу планетарних механізмів AІ  і AІ  з 

незв'язаними та зв'язаними колесами з врахуванням 

можливих значень кутів зачеплення і з наперед зада-

ними якісними показниками пар зубчастих коліс, які 

входять до його складу. При цьому слід зазначити, 

що метод синтезу [13, 14], який використовують тра-

диційно, не гарантує реалізації заданих якісних пока-

зників на етапі виготовлення.  

Методика проведення синтезу планетарних ме-

ханізмів з використанням генеральних рівнянь, які не 

враховують параметри що не відносяться до якісних 

показників, приводе до наступної послідовності: 

1) використовуючи генеральні рівняння, знахо-

димо числа зубців планетарного механізму для зада-

ного передавального відношення та числа сателітів; 

2) обираємо комбінацію чисел зубців з можли-

вих (отриманих у п. 1); 

3) для обраних пар зубчастих коліс обираємо 

коефіцієнти зміщення ріжучого інструменту; 

4) проводимо геометричний розрахунок пар зу-

бчастих коліс та оцінюємо якісні показники. 

Така методика проведення синтезу планетарного 

механізму має наступні недоліки: 

1) так як у схемах планетарних механізмів AІ  

та AІ  присутні пари зубчастих коліс зі зв'язаними і 

незв'язаними зубчастими колесами, тоді вибір кое-

фіцієнтів зміщення ріжучого інструменту для пар 

зубчастих коліс не є довільним, що значно обмежує 

область блокуючого контуру; 

2) при визначенні якісних показників не ви-

ключено, що їх значення будуть незадовільні для пар 

коліс і відповідно для всього механізму; 

3) у випадку отримання незадовільних якісних 

показників для пар зубчастих коліс слід виконати 

корегування параметрів синтезу та провести розраху-

нок заново; 

4) відсутні рекомендації для вибору геометрич-

них параметрів синтезу, що може призвести до без-

глуздих розрахунків у випадку якщо рішення немає. 

Тому необхідно розробити методику проведення 

синтезу з врахуванням параметрів, які здійснюють 

вплив на обрання коефіцієнтів зміщення при вигото-

вленні зубчастих коліс. 

 

2. Рішення задачі 
 

Як відомо, для працездатності планетарного 

механізму необхідно виконання наступних умов: 

співвісності, збірки, передавального відношення та 

сусідства. Для схем AІ  та AІ  планетарних механіз-

мів умова передавального відношення та збірки ма-

ють вигляд [13]: 

 умова збірки для схеми AІ  
 

1 2 4 2

1 3 3

Z Z Z Z
1 Q P

k Z Z Z

 
   

 
, (1) 

 

 умова збірки для схеми AІ  
 

1 3Z Z
N

k


 , (2) 

 

 передавальне відношення для схеми AІ  
 

(4) 2 4
1H

1 3

Z Z
i 1

Z Z


 


,    (3) 

 

 передавальне відношення для схеми AІ  
 

(3) 3
1H

1

Z
i 1

Z
  ,    (4) 

 

де k – кількість сателітів,  

Q, P, N – довільні цілі числа. 

Умову співвісності в загальному вигляді з вра-

хуванням кутів зачеплення пар зубчастих коліс за-

пишемо у вигляді [15]: 

 для схеми AІ  

 

1 2

4 3

Z Z
t

Z Z


 


,     (5) 

 

 для схеми AІ  

 

1 2

3 2

Z Z
t

Z Z





,    (6) 
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Рис. 1. Область існування механізму AІ  

 

де 12

34

m

m
   – відношення модулів пар зубчастих 

коліс планетарного механізму AІ , 

 

 
w34

w12

cos
t

cos





 для схеми AІ  та 

 

 
w23

w12

cos
t

cos





 

для схеми AІ  – відношення косинусів кутів зачеп-

лення пар зубчастих коліс планетарних механізмів 

AІ  та AІ . 

З урахуванням параметра 2

3

Z
x

Z
 , який визна-

чає відношення чисел зубців сателітів для схеми 

AІ , та виразів (1) і (3) отримують генеральні рів-

няння для чисел зубців зубчастих коліс 1Z , 3Z  і 

4Z  [9]: 

 

1 (4)
1H

2
3

(4)
1H

4 1

P xQ
Z k ,

i

Z
Z ,

x

i 1
Z Z .

x









 
 


 (7) 
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Рис. 2. Область існування механізму AІ  

 

Використовуючи умову співвісності (5), знахо-

димо нове генеральне рівняння для визначення чис-

ла зубців 2Z  для схеми AІ : 

 

 

1 2

(4)
1H 2

1

(4)
1H 2

1 2 1

Z Z
t;

i 1 Z
Z

x x

i 1 Z
Z Z t Z ;

x x


 






 
     
 
 



 

(4)
1H

2 1

t i t x
Z Z

x t

   
 

  
. (8) 

Для механізму за схемою AІ  з виразів (2) і (4) 

отримують генеральні рівняння для чисел зубців 

зубчастих коліс 1Z  і 3Z  [1]: 

 

 

1 (3)
1H

(3)
3 1 1H

N
Z k ,

i

Z Z i 1 .







  

 (9) 

 

Використовуючи умову співвісності (6), знахо-

димо нове генеральне рівняння для визначення чис-

ла зубців 2Z  для схеми AІ : 
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 
1 2

(3)
1 21H

Z Z
t;

Z i 1 Z




  



 

  (3)
1 2 1 21HZ Z t Z i 1 Z ;     



 

(3)
1H

2 1

t i t 1
Z Z

t 1

  
 


.   (10) 

 

Параметр t  можна приймати в межах 

[0,8 1,2] . В цьому випадку кут зачеплення першої 

пари зубчастих коліс буде змінюватися в межах 

[20 44 ] , а для другої пари зубчастих коліс в ме-

жах [40 20 ]  [15]. 

Розглянемо, як зміниться система нерівностей 

які визначають область існування планетарних ме-

ханізмів AІ  та AІ . 

З рівнянь (7), (8) і (9), (10) можна зробити ви-

сновок, що генеральні рівняння мають сенс, якщо 

виконані умови: 

 схема AІ  

 

(4)
1H

(4)
1H

i 1 0,

t i t x 0;

  

    

 (11) 

 

 схема AІ  

 

(3)
1H

(3)
1H

i 1 0,

t i t 1 0.

  

   

 (12) 

 

З нерівностей (11) та (12) знаходимо умову для 

передавального відношення 
(4)
1Hi  і 

(3)
1Hi : 

 схема AІ  

 

(4)
1H

x
i 1

t


  , (13) 

 

 схема AІ  

 

(3)
1H

1
i 1

t
  . (14) 

 

Визначимо другу обмежувальну умову для пе-

редавального відношення 
(4)
1Hi  і 

(3)
1Hi : 

 схема AІ  
 

 

 

1 2 2

1 2 3

Z Z sin Z 2, для x 1 ,
k

Z Z sin Z 2, для x 1.
k


    


     



 (15) 

 

 схема AІ  
 

 1 2 2Z Z sin Z 2
k


   . (16) 

 

Використовуючи умови співвісності для мак-

симального числа зубців 4Z  і 3Z  при x 1   і 

x 1   і здійснюючи граничний перехід [11], отри-

маємо: 

 схема AІ  
 

(4)
1H

(4)
1H

t x
i для x 1,

t t sin
k

t x
i для x 1;

t 1 x sin
k

 
   

 



 
   

  
   

 

 (17) 

 

 схема AІ  

 

(3)
1H

t 1
i

t t sin
k





 

. (18) 

 

Отримані нерівності (17), (18) дають можли-

вість для кожного вибору параметрів x   і t  ви-

значити межі можливого передавального відношен-

ня механізмів при виконанні синтезу. Нерівності, які 

визначають межі передавального відношення, наве-

дені у таблиці 1. 

Таблиця 1 

Нерівності, які визначають область існування 

планетарних механізмів AІ  і AІ  

Схема 

механізму 

Нерівність, яка визначає безумовну 

область існування 

AІ  

x 1   

(4)
1H

x t x
1 i

t
t t sin

k

  
  


 

 

x 1   

(4)
1H

x t x
1 i

t
t 1 x sin

k

  
  

 
   

 

 

AІ  

(3)
1H

t 1 t 1
i

t
t 1 sin

k

 
 

 
 

 
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3. Отримані результати 
 

1. Отримані генеральні рівняння для синтезу 

планетарних механізмів AІ  і AІ  з урахуванням ко-

регування кутів зачеплення для пар зв'язаних і незв'-

язаних зубчастих коліс на етапі синтезу механізму. 

2. Отримані умови для визначення меж можли-

вих передавальних відношень для кожного вибору 

параметрів x   і t . 

 

Висновки 

 

1. Синтез планетарних механізмів для схем AІ  

і AІ , проведений з врахуванням кутів зачеплення, 

дає змогу отримати додаткові комбінації чисел зуб-

ців зубчастих коліс, які неможливо отримати за до-

помогою генеральних рівнянь наведених в [9]. 

2. Побудована область існування планетарних 

механізмів AІ  і AІ  (див. рис. 1, 2) дає можливість 

оцінити межі передавального відношення в залеж-

ності від вибору параметрів синтезу або обрати їх 

значення. 

В межах подальшої роботи планується дослі-

дження впливу якісних показників на етапі синтезу 

планетарних механізмів схем AІ  та AІ . Також пла-

нується розробити методику синтезу в поєднанні з 

існуючими блокуючими контурами для пар зубчас-

тих коліс цих же схем і визначити ізолінії парамет-

рів синтезу на блокуючих контурах.  
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SYNTHESIS OF PLANETARY MECHANISMS AI TYPE  

WITH REGARD TO ENGAGEMENT ANGLES FOR COUPLED AND UNCOUPLED WHEELS 

Tatiana Heresh, Sergey Kavetsky 

The subject matter of this article is the processes of synthesis of planetary gear mechanisms of AI type with 

uncoupled and coupled wheels to solve the problems of gear wheel design. The goal is to develop the synthesis of 

planetary mechanisms of AI type, considering the possible values of engagement angles and with predetermined 

quality indicators of gear pairs at the stage of design. The tasks are to develop a methodology of planetary mecha-

nism synthesis of type AI, to find general equations, considering the dependence of the number of teeth on the en-

gagement angles for mechanisms of this type with uncoupled and coupled wheels with additional synthesis parame-

ters, which would give the possibility of performing the synthesis of the planetary mechanism to guarantee the nec-

essary engagement angles of the cogwheels. The methods used are ones for solving the system of linear parametric 

https://doi.org/10.3390/en14133736
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equations, which is obtained from the general equations of the synthesis of planetary mechanisms. The following 

results were obtained: the general equations for the mechanism of type AI, which consider the parameters of the 

geometrical calculation of the gear pairs that make up the mechanism have been obtained. The research on received 

general equations has been carried out and the area of existence of planetary mechanisms of AI type for different 

engagement angles of pairs of coupled and uncoupled wheels has been constructed. From the results of synthesis, it 

can be seen that the range of existence of planetary mechanisms is significantly expanded, which makes it possible 

to realize a wider range of transmission ratio for each number of satellites and get additional numbers of teeth of the 

planetary mechanism, which cannot be found using the classical methods. Conclusions. The scientific novelty of the 

results obtained in the study consists of the following: the considered approach of synthesis with an account of en-

gagement angles makes it possible not only to obtain additional combinations of numbers of teeth of planetary gear 

but also in further calculations to jointly use the existing locking contours for each pair of wheels, as well as to as-

sess in advance the possibility of cutting the gears whose engagement angles will satisfy the selected parameter at 

the stage of synthesis of the planetary mechanism. 

Keywords: gears; engagement angle; general equations; satellite; gear ratio; planetary mechanism; coupled 

wheels; uncoupled wheels; synthesis of the planetary mechanism. 
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