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ЧИСЕЛЬНЕ ВИЗНАЧЕННЯ ЕФЕКТИВНИХ ПРУЖНИХ ХАРАКТЕРИСТИК  

ТРИВИМІРНОАРМОВАНОГО ВОЛОКНИСТОГО  

КОМПОЗИЦІЙНОГО МАТЕРІАЛУ 
 

Процеси, що відбуваються в композиційних матеріалах, визначаються диференційними рівняннями в ча-

сткових похідних із змінними коефіцієнтами. В більшості композиційні матеріали мають періодичну 

структуру, тому коефіцієнти в рівняннях є швидко осцилюючими періодичними функціями. В дослі-

дженні поля напружень і деформацій конструкцій з композиційного матеріалу найбільш ефективним є 

метод скінчених елементів, в якому неоднорідний композиційний матеріал замінюється еквівалентним 

йому однорідним анізотропним матеріалом. Для визначення усереднених характеристик композиційного 

матеріалу з періодичною структурою потрібна верифікована методика, що дозволить це зробити. 

Отже фундаментальною задачею механіки композиційних матеріалів є визначення ефективних пружних 

характеристик матеріалу. Робота присвячена актуальній проблемі визначення ефективних пружних ха-

рактеристик тривимірноармованих композиційних матеріалів по відомим пружнім властивостям воло-

кон та в’яжучого з урахуванням розподілу армуючих волокон по об’єму композиційного матеріалу. 

В роботі здійснено математичне моделювання мінімального тривимірного представницького елементу 

об’єму за заданою схемою армування і геометричними розмірами компонентів. Чисельні експерименти 

отримані за допомогою програмного пакету ANSYS. Низкою чисельних експериментів моделюються 

шість випадків деформування: одноосьові розтягнення у напрямках X, Y, Z та зсув у площинах XY, YZ, XZ. 

За результатами чисельного дослідження напруженого і деформованого стану представницького елеме-

нта об’єму композиційного матеріалу визначені ефективні пружні постійні еквівалентного гомогенного 

матеріалу. Дві серії розрахунків здійснені з завданням відповідних умов симетрії та умов періодичності. 

За результатами експериментального дослідження здійснена верифікація запропонованої методики визна-

чення ефективних пружних характеристик тривимірноармованих волокнистих композиційних матеріалів. 

Розроблена чисельна методика дозволяє вирішувати задачі механіки композиційних матеріалів за допомогою 

сучасних програмних комплексів, що використовують в математичній основі метод скінчених елементів. 

 

Ключові слова: представницький елемент об’єму; композиційні матеріали; ефективні пружні харак-

теристики; гомогенізація; чисельний аналіз. 

 

Вступ 
 

Створення сучасних перспективних авіаційних 

двигунів для літаків цивільної авіації пов’язано з роз-

робкою економічних авіаційних газотурбінних дви-

гунів (АГТД) з великим ступенем двоконтурності які 

відрізняються габаритами робочих лопаток вентиля-

тора. Використання широкохордних лопаток венти-

лятора дозволяє підвищити степінь стиску на вході та 

характеризується підвищенням аеродинамічної стій-

кості лопаток. Для вирішення проблеми пов’язаної зі 

збільшенням маси світові двигунобудівні компанії 

використовують композиційні матеріали доля яких в 

загальному обсязі конструкції двигуна збільшується з 

кожним роком. На сучасному етапі розвитку двигу-

нобудування широкохордну лопатку вентилятора 

доцільно створювати з композиційного матеріалу. 

Тому стає актуальною проблема розробки методики 

визначення ефективних пружних характеристик три-

вимірноармованих волокнистих композиційних ма-

теріалів, що дозволить здійснити аналіз механічної 

поведінки матеріалу на мікро і макрорівні абстрагу-

вання в конструкції лопатки вентилятора. 

Чисельні методи визначення ефективних пру-

жних характеристик композиційних матеріалів ма-

ють давню історію. Завдяки простості фізичної інте-

рпретації найпопулярнішим на сьогодні у дослі-

дженні механіки суцільних середовищ є метод скін-

ченних елементів (МСЕ). МСЕ дозволяє здійснюва-

ти розрахункові дослідження процесів у середови-

щах довільної структури, але потребує розробки 

спеціальних підходів до чисельного моделювання 

даних процесів, що визначає актуальність задачі. 

В роботі [1] запропонована методика визначен-

ня ефективних характеристик жорсткості гібридного 

композиційного матеріалу на основі матриці з маг-

нію, що армована борними та вуглецевими волок-

нами за допомогою програмного пакету ANSYS. На 

основі вирішення модельних задач, що мають точне 

рішення здійснений аналіз залежності похибки роз-

рахунків від кількості вузлів скінчено-елементної 

сітки математичної моделі. 
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Вирішенню проблеми визначення пружних 

властивостей ортогонально армованого композицій-

ного матеріалу присвячена робота [2]. В чисельних 

експериментах за допомогою програмного пакету 

ANSYS моделюються випадки одноосьових розтяг-

нень у напрямках X, Y та зсуву у площинах XY, YZ. 

Здійснене порівняння результатів розрахунків з ана-

літичним рішенням за методом Ваніна–Алфутова. 

В статті [3] результати дослідження ефектив-

них пружних характеристик представницького еле-

менту об’єму еластомірних композитів засновані на 

чисельному розв’язанні крайових задач нелінійної 

теорії пружності. Ефективні властивості оцінюються 

у вигляді квадратичної залежності між усереднени-

ми напруженнями та деформаціями. Чисельні роз-

рахунки здійснені за допомогою програмного моду-

лю Fidesys Composite використовуючи метод скін-

чених елементів та метод спектральних елементів. 

Досліджені залежності ефективних властивостей 

еластоміру від просторової орієнтації часток напов-

нювача та від ступеню наповнення. 

В роботі [4] Бахваловим запропонований метод 

асимптотичного усереднення для визначення ефек-

тивних пружних характеристик композиційних ма-

теріалів. Процеси у середовищах з періодичною 

структурою визначаються диференційними рівнян-

нями в часткових похідних із змінними (швидко 

осцилюючими) коефіцієнтами. Рішення знаходиться 

у вигляді рядів по степеням малого параметру з ко-

ефіцієнтами, що залежать від повільних змінних 

(належать до глобальної системи координат) та 

швидких змінних (належать до локальної системи 

координат). Оскільки у вихідних рівняннях визна-

чений малий параметр, метод можливо вважати ме-

тодом розкладання по малому параметру. Победря в 

роботі [5] узагальнив результати по розвитку і прак-

тичному застосуванню методу усереднення в зада-

чах механіки композиційних матеріалів. 

Приклади чисельного дослідження за допомо-

гою метода скінчених елементів локальних задач 

теорії пружності представницького елементу об’єму 

і визначення ефективних пружних характеристик 

композиційних матеріалів різноманітної структури 

наведені в [6]. 

 

Ефективні пружні постійні  

композиційного матеріалу 
 

У розрахунках композиційний матеріал вважа-

ється гомогенним анізотропним матеріалом з усере-

дненими пружними характеристиками. Узагальне-

ний закон Гука в тензорному запису має вигляд [7]: 

ij ijkl klA   (i, j, k, l = 1, 2, 3),               (1) 

де ijklA  – константи податливості еквівалентного 

гомогенного матеріалу; 

ij ij,       – усереднені значення напружень і 

деформацій. 

У зворотній формі узагальнений закон Гука має 

вигляд: 

ij ijkl klB   (i, j, k, l = 1, 2, 3),               (2) 

де ijklB  – константи жорсткості еквівалентного го-

могенного матеріалу. 

Закон Гука для ортотропного матеріалу в сис-

темі прямокутних декартових координат осі якої 

перпендикулярні площинам симетрії пружних хара-

ктеристик зручно зобразити [8,9] у матричній формі: 

x x11 12 13

y y21 22 23

z z31 32 33

xy xy44

55yz

66zx

a a a 0    0  0

a a a 0   0  0

a a a 0   0  0

0   0   0    a 0  0

0   0    0    0   a 0

0   0    0    0   0   a

      
         
      
    
      
       
       

yz

zx

,

 
 
 
 
 
 
 
  
 
  

 

(3) 

де ija  – компоненти матриці податливості. 

Компоненти можна виразити через технічні 

константи: 

11 22 33
x y z

xy yx xz zx
12 13

x y x z

yz zy
23

y z

44 55 66
xy yz zx

1 1 1
a ;        a ;        a ;

E E E

a ;  a ;  
E E E E

a ;
E E

1 1 1
a ;      a ;      a ,

G G G

  

   
       

 
   

  

   (4) 

де x y zE ,  E ,  E – модулі пружності; 

xy yx zx xz zy yz,  ,  ,  ,  ,         – коефіцієнти Пуа-

ссона; 

xy yz zxG ,  G ,  G  – модулі зсуву. 

Матриця жорсткості – обернена матриця пруж-

них постійних [B] = [A]-1. 

У матричній формі: 

x x11 12 13

y y21 22 23

z z31 32 33

xy xy44

55yz

66zx

b b b 0    0  0

b b b 0   0  0

b b b 0   0  0

0   0   0    b 0  0

0   0    0    0   b 0

0   0    0    0   0   b

      
         
      
    
      
       
       

yz

zx

,

 
 
 
 
 
 
 
  
 
  

 

(5) 

де ijb  – компоненти матриці жорсткості. 
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Тому пружні властивості ортотропного компо-

зиційного матеріалу визначаються 9-ю незалежними 

постійними Ex, Ey, Ez, Gxy, Gyz, Gzx, xy, yz, zx. 

 

Визначення ефективних пружних  

характеристик композиційних  

матеріалів 
 

Для визначенні ефективних пружних характе-

ристик потрібно моделювання низки чисельних екс-

периментів. Спільна робота волокон і в’яжучого з 

різними пружними характеристиками є складною 

математичною задачею. Для рішення задачі викори-

стовуються моделі волокна і в’яжучого з урахуван-

ням їх спільної роботи. 

Чисельні експерименти проводяться з припу-

щеннями, що: 

1. Міжфазна межа має ідеальний контакт, тобто 

описується безперервністю переміщень і поверхне-

вих напружень між волокном і в’яжучим. 

2. Компоненти композиційного матеріалу од-

норідні і лінійно-пружні. 

3. Волокна розподілені регулярно та рівномірно. 

Для чисельного дослідження використовується 

мінімальний тривимірний представницький елемент 

об’єму (рисунок 1), що періодично повторюється у 

всьому об’ємі композиційного матеріалу по трьом 

напрямкам. Моделювання представницького елеме-

нту об’єму здійснено у програмному пакеті 

SOLIDWORKS. Габаритні розміри моделі уздовж 

осі x (a = 9 мм); осі y (b = 11 мм); осі z (c = 3,19 мм). 

Початок системи координат у точці x = 0, y = 0,  

z = 0. 

В аналізі напруженого і деформованого стану 

представницького елементу об’єму задаються від-

повідні умови симетрії та періодичності. Чисельні 

експерименти реалізовано за допомогою програмно-

го пакету ANSYS. Виконуються дві серії розрахун-

ків ефективних пружних характеристик компози-

ційного матеріалу: з завданням відповідних умов 

симетрії (перша серія розрахунків) та умов періоди-

чності (друга серія розрахунків). 

Для завдання характеристик матеріалів врахо-

вується, що частина волокон співпадають з осями 

координат x та y, також існують нахиленні ділянки 

волокон. 

Для моделювання властивостей композиційно-

го матеріалу введені три матеріали: матеріал 1 – для 

волокон у напрямку X, матеріал 2 – для волокон у 

напрямку Y, матеріал 3 – для в’яжучого. Для за-

вдання властивостей матеріалу нахилених ділянок 

волокон введені локальні системи координат. 

Матеріали 1 та 2 задані як пружній анізотроп-

ний матеріал (рисунок 2), а матеріал 3 заданий як 

пружній ізотропний матеріал. Параметри Dij 

(i, j = 1…6) – це компоненти матриці податливості aij 

(4) для волокон відповідних матеріалів 1 та 2. 

 

 

 
 

Рис. 1. Представницька модель композиційного  

матеріалу 

 

  

Рис. 2. Характеристики матеріалів волокон 
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Скінчено-елементна сітка математичної моделі 

має 2591012 елементів та 3992554 вузлів, при моде-

люванні використаний елемент SOLID186. 

Усереднені значення представницького елеме-

нту об’єму напружень і деформацій: 

ij ij ij ij

V V

1 1
dV;  dV.

V V
                    (6) 

Чисельними експериментами моделюються 

шість випадків деформування: одноосьові розтяг-

нення у напрямках X, Y, Z та зсув у площинах XY, 

YZ, XZ. 

Перший експеримент – розтягнення у напрямку 

X. Визначаються компоненти жорсткості: 

x y
11 21 31

x x x

z
b ;  b ;  b .

     
  
     

           (7) 

Другий експеримент – розтягнення у напрямку 

Y. Визначається компонента жорсткості: 

y
22

y

b .
 


 

                             (8) 

Третій експеримент – розтягнення у напрямку 

Z. Визначаються компоненти жорсткості: 

y z
23 33

z z

b ;  b .
   

 
   

                 (9) 

Четвертий експеримент – зсув у площині XY. 

Визначається компонента жорсткості: 

xy
44

xy

b .
 


 

                          (10) 

П’ятий експеримент – зсув у площині YZ. Ви-

значається компонента жорсткості: 

yz
55

yz

b .
 


 

                           (11) 

Шостий експеримент – зсув у площині XZ. Ви-

значається компонента жорсткості: 

zx
66

zx

b .
 


 

                           (12) 

Матриця пружних постійних є симетричною 

ij jib b , тому маємо рівності: 

12 21 13 31 23 32b b ;  b b ;  b b .                (13) 

Після завершення аналізу у постпроцесорі об-

числювались середні по площині S значення напру-

жень для перших трьох експериментів: 

x x

b c

y y

a c

z z

a b

1
dydz;  

S

1
dxdz;  

S

1
dxdy. 

S

   

   

   







                     (14) 

Для останніх трьох експериментів: 

xy xy

b c

yz yz

a c

xz xz

b c

1
dydz;  

S

1
dxdz;  

S

1
dydz. 

S

   

   

   







                 (15) 

Моделювання розтягнення у напрямку X 

Для обчислення ε приймалась рівною 10-3. Така 

деформація забезпечується переміщенням 

x x a
u a


  . Далі для скорочення запису вводяться 

позначення: 

x xa x xb x xcx a y b z c

y ya y yb y ycx a y b z c

z za z zb z zc.x a y b z c

u u ;   u u ;   u u ;  

u u ;   u u ;   u u ;

u u ;   u u ;    u u

  

  

  

  

  

  

 

Середні значення компонентів тензору дефор-

мацій мають значення: 

3
x y z

xy yz zx

10 ;  0;  0;

0;  0;  0.

        

        
           (16) 

Граничні умови симетрії задаються наступним 

чином: 

на площині x = 0: ux = 0; xy = 0; xz = 0; 

на площині y = 0: uy = 0; xy = 0; yz = 0;     (17) 

на площині z = 0: uz = 0; yz = 0; xz = 0. 

Також: 

на площині x = a: ux = ε·a; xy = 0; xz = 0; 

на площині y = b: uy = 0; xy = 0; yz = 0;     (18) 

на площині z = c: uz = 0; yz = 0; xz = 0. 

Граничні умови періодичності задаються на-

ступним чином: 

співвідношення для площин x = 0 та x = a: 

xa x0 ya y0 za z0u u a;  u u ;  u u .       

співвідношення для площин y = 0 та y = b: 

xb x0 yb y0 zb z0u u ;  u u ;  u u .                      (19) 

співвідношення для площин z = 0 та z = c: 

xc x0 yc y0 zc z0u u ;  u u ;  u u .    

Вирази x0 y0 z0u ,  u ,  u  в (19) відрізняються в 

залежності від того, до якої площини застосовано 

співвідношення. Наприклад у співвідношенні 

xa x0u u a   – мається на увазі, що значення 

x0 x x 0
u u


 ; у випадку xb x0u u  – значення 

x0 x y 0
u u


 ; у випадку xc x0u u  – значення 

x0 x z 0
u u


 . 
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Для закріплення представницької моделі у про-

сторі перед умовами періодичності задається насту-

пна умова в одній з кутових точок: 

x y zx 0;  y=b; z=0: u u u 0.             (20) 

Після завершення аналізу НДС у постпроцесорі 

обчислювались середні значення напружень 

x y z,  ,        . 

Результати чисельного експерименту дозволя-

ють визначити на основі співвідношення (7) пружні 

характеристики еквівалентного матеріалу 

11 21 31b ,  b ,b . 

На рисунках 3…6 наведені результати розподі-

лу переміщень і напружень першого чисельного 

експерименту з умовами симетрії. 

 

 

 
 

Рис. 3. Розподіл переміщень  

всієї моделі ux, м 

 

 

 
 

Рис. 4. Розподіл переміщень 

 волокон ux, м 

 
 

Рис. 5. Розподіл нормальних напружень  

всієї моделі x, Па 

 

 
 

Рис. 6. Розподіл нормальних напружень  

волокон x, Па 

Моделювання розтягнення у напрямку Y 

Для обчислення ε приймалась рівною 10-3. Така 

деформація забезпечується переміщенням 

y y b
u b


   . 

Середні значення компонентів тензору дефор-

мацій мають значення: 

3
x y z

xy yz zx

0;  10 ;  0;

0;  0;  0.

        

        
           (21) 

Граничні умови симетрії задаються за виразами 

(17) і наступним чином: 

на площині x = a: ux =0; xy = 0; xz = 0; 

на площині y = b: uy = ε·b; xy = 0; yz = 0;  (22) 

на площині z = c: uz = 0; yz = 0; xz = 0. 

Граничні умови періодичності задаються за до-

помогою (20) та: 

співвідношень для площин x = 0 та x = a: 
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xa x0 ya y0 za z0u u ;  u u ;  u u ;    

співвідношень для площин y = 0 та y = b: 

xb x0 yb y0 zb z0u u ;  u u b;  u u ;               (23) 

співвідношень для площин z = 0 та z = c: 

xc x0 yc y0 zc z0u u ;  u u ;  u u .    

Результати чисельного експерименту дозволя-

ють визначити на основі співвідношення (8) пружну 

характеристику еквівалентного матеріалу 22b . 

Моделювання розтягнення у напрямку Z 

Для обчислення ε приймалась рівною 10-3. Така 

деформація забезпечується переміщенням 

z z c
u c


  . 

Середні значення компонентів тензору дефор-

мацій мають значення: 

3
x y z

xy yz zx

0;  0;  10 ;

0;  0;  0.

        

        
           (24) 

Граничні умови симетрії задаються за виразами 

(17) і наступним чином: 

на площині x = a: ux =0; xy = 0; xz = 0; 

на площині y = b: uy =0; xy = 0; yz = 0;      (25) 

на площині z = c: uz = ε·c; yz = 0; xz = 0. 

Граничні умови періодичності задаються за до-

помогою (20) та: 

співвідношень для площин x = 0 та x = a: 

xa x0 ya y0 za z0u u ;  u u ;  u u ;    

співвідношень для площин y = 0 та y = b: 

xb x0 yb y0 zb z0u u ;  u u ;  u u ;                      (26) 

співвідношень для площин z = 0 та z = c: 

xc x0 yc y0 zc z0u u ;  u u ;  u u c.       

Результати чисельного експерименту дозволя-

ють визначити на основі співвідношення (9) пружні 

характеристики еквівалентного матеріалу 23b  33b . 

Моделювання зсуву у площині XY 

Для обчислення ε приймалась рівною 10-3. Така 

деформація забезпечується переміщенням 

x y b
u b


   . 

Середні значення компонентів тензору дефор-

мацій мають значення: 

x y z

3
xy yz zx

0;  0;  0;

10 ;  0;  0.

        

        
           (27) 

Граничні умови симетрії задаються за виразами 

(17) і наступним чином: 

на площині x = a: uy =0; x = 0; xz = 0; 

на площині y = b: ux = ε·b; y= 0; yz = 0;    (28) 

на площині z = c: uz = 0; yz = 0; xz = 0. 

Граничні умови періодичності задаються за до-

помогою (20) та: 

співвідношень для площин x = 0 та x = a: 

xa x0 ya y0 za z0u u ;  u u ;  u u ;    

співвідношень для площин y = 0 та y = b: 

xb x0 yb y0 zb z0u u b;  u u ;  u u ;               (29) 

співвідношень для площин z = 0 та z = c: 

xc x0 yc y0 zc z0u u ;  u u ;  u u .    

Результати чисельного експерименту дозволя-

ють визначити на основі співвідношення (10) пруж-

ну характеристику еквівалентного матеріалу 44b . 

Моделювання зсуву у площині YZ 

Для обчислення ε приймалась рівною 10-3. Така 

деформація забезпечується переміщенням 

y z c
u c


  . 

Середні значення компонентів тензору дефор-

мацій мають значення: 

x y z

3
xy yz zx

0;  0;  0;

0;  10 ;  0.

        

        
           (30) 

Граничні умови симетрії задаються за виразами 

(17) і наступним чином: 

на площині x = a: ux =0; xy = 0; xz = 0; 

на площині y = b: uz = 0; y= 0; yz = 0;       (31) 

на площині z = c: uy = ε·c; z = 0; xz = 0. 

Граничні умови періодичності задаються за до-

помогою (20) та: 

співвідношень для площин x = 0 та x = a: 

xa x0 ya y0 za z0u u ;  u u ;  u u ;    

співвідношень для площин y = 0 та y = b: 

xb x0 yb y0 zb z0u u ;  u u ;  u u ;                      (32) 

співвідношень для площин z = 0 та z = c: 

xc x0 yc y0 zc z0u u ;  u u c;  u u .       

Результати чисельного експерименту дозволя-

ють визначити на основі співвідношення (11) пруж-

ну характеристику еквівалентного матеріалу 55b . 

Моделювання зсуву у площині XZ 

Для обчислення ε приймалась рівною 10-3. Така 

деформація забезпечується переміщенням 

x z c
u c


  . 

Середні значення компонентів тензору дефор-

мацій мають значення: 

x y z

3
xy yz zx

0;  0;  0;

0;  0;  10 .

        

        
           (33) 

Граничні умови симетрії задаються за виразами 

(17) і наступним чином: 

на площині x = a: uz =0; x = 0; xz = 0; 

на площині y = b: uy = 0; xy = 0; yz = 0;     (34) 

на площині z = c: ux = ε·c; z = 0; yz = 0. 
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Граничні умови періодичності задаються за до-

помогою (20) та: 

співвідношень для площин x = 0 та x = a: 

xa x0 ya y0 za z0u u ;  u u ;  u u ;    

співвідношень для площин y = 0 та y = b: 

xb x0 yb y0 zb z0u u ;  u u ;  u u ;                      (35) 

співвідношень для площин z = 0 та z = c: 

xc x0 yc y0 zc z0u u c;  u u ;  u u .       

Результати чисельного експерименту дозволя-

ють визначити на основі співвідношення (12) пруж-

ну характеристику еквівалентного матеріалу 66b . 

В результаті чисельних розрахунків з умовами 

симетрії визначені пружні характеристики еквівале-

нтного гомогенного матеріалу. 

Матриця коефіцієнтів жорсткості b, ГПа має 

вигляд: 

61,417 3,5992 1,9790 0        0        0

3,5992 48,950 1,9998 0        0        0

1,9790 1,9998 7,5190 0        0        0
B

0        0        0        3,7027 0        0

0        0        0        0        1,3638 0

0



        0        0        0        0        1,4620

 
 
 
 
 
 
 
 
  

 

Після обернення матриці за допомогою спів-

відношень (4) визначені ефективні пружні характе-

ристики тривимірноармованого волокнистого ком-

позиційного матеріалу (табл. 1). 

 

Таблиця 1 

Ефективні пружні характеристики 

Модуль пружності, 

МПа 

Модуль зсуву, МПа 

Ex Ey Ez Gxy Gyz Gzx 

59984 47511 6565 3702,7 1363,8 1462 

Коефіцієнт Пуассона 

xy yx xz zx yz zy 

0,04745 0,03758 0,638 0,0698 0,6519 0,0901 

 

Для верифікації чисельних експериментів здій-

снене експериментальне дослідження пружних ха-

рактеристик зразків тривимірноармованого компо-

зиційного матеріалу методом тензометрії за наведе-

ною вище схемою армування (рис. 7). 

Так для першого і другого чисельний експери-

менту – розтягнення у напрямках X та Y, дослі-

дження зразків здійснено на універсальній випробу-

вальній машині. 

Зразки двох груп (виготовлені по основі і по 

утку) з композиційного матеріалу препаровані тен-

зорезисторами Zemic з обох боків у середині робо-

чої зони. Величини деформацій тензорезисторів ви-

значені за допомогою вимірювальної системи HBM. 

 

 
 

Рис. 7. Зразки після випробування 

 

Визначені експериментально середні модулі 

пружності: 

Ex = 56265 МПа; 

Ey = 47289 МПа. 

Більша похибка у верифікації чисельного і екс-

периментального дослідження становить 6,2 % для 

модуля пружності Ex. 

 

Висновки 
 

В роботі розроблена чисельна методика визна-

чення ефективних пружних характеристик тривимі-

рноармованого волокнистого композиційного мате-

ріалу методом скінченних елементів за допомогою 

програмного пакету ANSYS. 

Виконано математичне моделювання представ-

ницького елемента об’єму та чисельне визначення 

ефективних пружних характеристик композиційного 

матеріалу за допомогою проведення серії чисельних 

експериментів. Здійснені дві серії розрахунків з за-

вданням відповідних умов симетрії та умов періоди-

чності. 

Експериментальна верифікація розробленої ме-

тодики дає можливість з точністю достатньою для 

практичної реалізації використовувати її в проект-

них роботах. 

Запропонована методика потребує подальшого 

відпрацювання для здійснювання аналізу напруже-

ного та деформованого стану конструкції виготов-

леної із композиційного матеріалу на прикладі лопа-

тки вентилятора. 
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ЧИСЛЕННОЕ ОПРЕДЕЛЕНИЕ ЭФФЕКТИВНЫХ УПРУГИХ ХАРАКТЕРИСТИК  

ТРЁХМЕРНОАРМИРОВАННОГО КОМПОЗИЦИОННОГО МАТЕРИАЛА 

А. В. Морозов 

Процессы, происходящие в композиционных материалах, описываются дифференциальными уравне-

ниями в частных производных с переменными коэффициентами. В большинстве композиционные материа-

лы имеют периодическую структуру, поэтому коэффициенты в уравнениях являются быстро осциллирую-

щими периодическими функциями. Для исследования поля напряжений и деформаций конструкции из ком-

позиционного материала наиболее эффективным является метод конечных элементов, в котором неодно-

родный композиционный материал заменяется эквивалентным ему однородным анизотропным материалом. 
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Для определения осреднённых характеристик композиционного материала с периодической структурой 

необходима верифицированная методика, позволяющая его выполнить. Поэтому фундаментальной задачей 

механики композиционных материалов является определение эффективных упругих характеристик матери-

ала. Работа посвящена актуальной проблеме определения эффективных упругих характеристик трёхмерно 

армированных композиционных материалов по известным упругим характеристикам волокон и связующего 

с учётом распределения армирующих волокон в объёме композиционного материала. 

В работе выполнено математическое моделирование минимального трёхмерного представительного 

элемента объёма с заданной схемой армирования и геометрическим размерам компонентов. Численные экс-

перименты получены с помощью программного пакета ANSYS. Рядом численных экспериментов модели-

руются шесть видов деформации: одноосные растяжения в направлениях X, Y, Z и сдвиги в плоскостях XY, 

YZ, XZ. В результате численного исследования напряженного и деформированного состояния представи-

тельного элемента объёма композиционного материала рассчитаны эффективные упругие постоянные экви-

валентного гомогенного материала. Две серии расчетов выполнены с заданием соответствующих условий 

симметрии и условий периодичности. 

По результатам экспериментального исследования выполнена верификация предложенной методики 

определения эффективных упругих характеристик трехмерноармированных волокнистых композиционных 

материалов. Разработанная численная методика позволяет решать задачи механики композиционных мате-

риалов с помощью современных программных комплексов, использующих в математической основе метод 

конечных элементов. 

Ключевые слова: представительный элемент объёма; композиционные материалы; эффективные 

упругие характеристики; гомогенизация; численный анализ. 

 

 

NUMERICAL DETERMINATION OF EFFECTIVE ELASTIC CHARACTERISTICS  

OF THREE-DIMENSIONAL FIBER COMPOSITE MATERIAL 

A. Morozov 

The processes occurring in composite materials are determined by differential equations in partial derivatives 

with variable coefficients. Most composite materials have a periodic structure, so the coefficients in the equations 

are rapidly oscillatory periodic functions. The most effective method for studying the stress and deformation field in 

structures made of composite materials is the method of finite elements, where a nonhomogeneous composite mate-

rial is replaced by an equivalent homogeneous anisotropic material. To determine averaged characteristics of a com-

posite material with a periodic structure requires a verified methodology allowing to do this. Therefore, the funda-

mental goal of the mechanics of composite materials is to calculate the effective elastic characteristics of the materi-

al. The paper considers the urgent issue of determining effective elastic characteristics of three-dimensional rein-

forced composite materials based on known elastic properties of fibers and matrix and distribution of reinforcing 

fibers by volume of composite material. 

The paper presents the mathematical modeling of the minimum three-dimensional representative volume ele-

ment based on the specified reinforcement scheme and geometrical dimensions of components. Numerical experi-

ments are performed with the ANSYS software package. A series of numerical experiments simulate six defor-

mation cases: uniaxial tension in the X, Y, Z directions, and shear in the XY, YZ, and XZ planes. Numerical studies 

of the stress and strain state of the representative volume element of composite material determine the effective elas-

tic constants of equivalent homogeneous material. Two series of calculations are performed with specifying appro-

priate symmetry and periodicity conditions. 

The results of the experimental study allow for the verification of the proposed methodology for determining 

the effective elastic characteristics of three-dimensional reinforced fiber composite materials. The developed numer-

ical methodology enables us to solve the issues of the mechanics of composite materials with the help of modern 

software packages in the mathematical framework of which the finite element method is used. 

Keywords: representative volume element; composite materials; effective elastic characteristics; homogeniza-

tion; numerical analysis. 
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