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УПРАВЛЕНЧЕСКИЕ МОДЕЛИ УГЛОВОГО ДВИЖЕНИЯ КОРОМЫСЛА  

С ВИНТОВЫМИ ЭЛЕКТРОПРИВОДАМИ 
 

Предметом изучения в статье является процесс формирования моделей углового движения коромыс-

ла с винтовыми электроприводами. Целью является разработка подхода к формированию простей-

ших моделей углового движения коромысла с винтовыми электроприводами как объекта автоматиче-

ского управления. Задачи: сформировать физическую модель коромысла с винтовыми электроприво-

дами. Разработать с помощью лагранжевого формализма нелинейное математическое описание про-

цесса углового движения коромысла с винтовыми электроприводами. Получить линеаризованное ма-

тематическое описание объекта автоматического управления в пространстве состояний в случае ис-

пользования одного датчика (углового положения) и двух датчиков (углового положения и угловой ско-

рости коромысла). Получить описание объекта автоматического управления в частотной области с 

помощью преобразований Лапласа. Сформировать графические модели объекта автоматического 

управления посредством структурных схем во временной и частотной областях. Проанализировать 

функциональные свойства объекта автоматического управления: устойчивость, управляемость, 

наблюдаемость, структурную и сигнальную диагностируемость в случае использования одного дат-

чика (углового положения) и двух датчиков (углового положения и угловой скорости коромысла). 

Сформировать условия использования математических описаний как математических моделей объ-

екта автоматического управления. Используемыми методами являются: метод Лагранжа, аналити-

ческой линеаризации, пространства состояний, преобразования Лапласа, критерии Ляпунова, Калма-

на, диагностируемости. Получены следующие результаты: сформирован подход к получению про-

стейших моделей углового движения коромысла с винтовыми электроприводами как объекта авто-

матического управления для решения конкретных задач анализа и синтеза. Выводы. Научная новизна 

заключается в формировании подхода к формированию простейших управленческих моделей углового 

движения коромысла с винтовыми электроприводами, отличающегося от известных полнотой учета 

действующих сил и моментов. 
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ляемость; наблюдаемость; диагностируемость; математические модели; пространство состояний. 

 

Введение 
 

Постановка проблемы. Попытки создания ги-

бридного летательного аппарата, обладающего 

свойствами вертолета и самолета в отдельных ре-

жимах полета, ведутся в течение ряда десятилетий. 

Получен ряд конструктивных решений, воплощен-

ных в различных макетных, экспериментальных 

образцах и серийных изделиях [1-3]. К настоящему 

времени наиболее масштабной оказалась реализация 

проекта компании Bell серийного конвертоплана 

Bell V-22 Ospery, находящегося на вооружении 

США (рис. 1). 

Конвертоплан представляет собой новый тип 

летательного аппарата, интегрирующий свойства 

вертолета и самолета: совершать вертолетный взлет 

и посадку, а также выполнять полеты в значитель-

ном радиусе действия. 

Многофункциональность конвертоплана обу-

славливает трудности его ручного управления в ре-

жимах взлета и посадки, а также в переходных ре-

жимах в горизонтальный полет из режима зависания 

и обратно. 
 

 
 

Рис. 1. Конвертоплан Bell V-22 Ospery 

 

Автоматизация этих режимов, прежде всего, 

связана с глубоким изучением происходящих про-

цессов и отражением результатов познания в соот-

ветствующих управленческих моделях. Моделей 

конвертоплана, кроме вербальных, описывающих 
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устройство и принцип действия, а также видеозапи-

сей отдельных фрагментов полетов в доступных 

научных и учебных источниках нет. Это обстоя-

тельство существенно осложняет научно-

исследовательские и проектные работы преподава-

телей и студентов по автоматизации процессов 

управления создаваемых беспилотных прототипов 

конвертопланов (рис. 2). 
 

 
 

Рис. 2. Беспилотные прототипы конвертопланов 

 

Для устранения этой причины на кафедре была 

создана экспериментальная установка для изучения 

особенностей движения конвертоплана относитель-

но центра масс по углу крена (рис. 3) и для разра-

ботки и исследования алгоритмов цифрового управ-

ления положением механического динамически по-

добного конвертопланам устройства типа «коро-

мысло» с помощью винтовых электроприводов. 
 

 
 

Рис. 3. Экспериментальная установка для изучения 

особенностей движения конвертоплана 

 

Цель статьи заключается в представлении под-

хода к формированию простейших моделей углово-

го движения коромысла с винтовыми электроприво-

дами как объекта автоматического управления. 

 

1. Физическая модель устройства 
 

На рис. 4 представлена физическая модель ме-

ханической части устройства коромысла с винтовы-

ми электроприводами. Рассматривается плоское 

движение коромысла в декартовой системе коорди-

нат хОу. 
 

 
 

Рис. 4. Физическая модель механической части  

устройства 

 

На равноплечное коромысло действуют следу-

ющие силы и моменты: веса плечей коромысла 1P  и 

2P ; тяги винтов 1F  и 2F ; статический момент со-

противления в шарнире коромысла oM ; момент 

аэродинамического сопротивления коромысла cM . 

Параметры углового движения коромысла:   – уг-

ловое положение;   – угловая скорость. Геометри-

ческие параметры: l  – длина плеча, 1l  и 2l  – рас-

стояние от шарнира до соответствующих центров 

масс ц.м.1 и ц.м.2. 

Физическая модель электромеханической части 

устройства приведена на рис. 5. 
 

 
 

Рис. 5. Физическая модель электромеханической 

части устройства 

 

Особенность данного электропривода постоян-

ного тока состоит в формировании магнитного поля 

с помощью постоянных магнитов iП , i 1, 2 , рас-

положенных на внутренней поверхности статора 

электропривода. В результате взаимодействия по-

стоянного магнитного поля статора с переменным 

магнитным полем якоря возникает вращающий мо-

мент iM  якоря с угловой скоростью i , что приво-

дит к появлению тяги винта iF . В результате взаи-

модействия магнитных полей статора и ротора в 

якорной обмотке индуцируется противо-ЭДС яie . 

На вращающий момент оказывают влияние момент 

статического сопротивления oiM и момент аэроди-

намического сопротивления ciM . Параметры элек-

трической цепи: яiR  – сопротивление обмотки яко-

ря; яiL  – индуктивность обмотки якоря; ii  – ток 



ISSN 1727-7337 (print) 

АВІАЦІЙНО-КОСМІЧНА ТЕХНІКА І ТЕХНОЛОГІЯ, 2020, № 3(163)               ISSN 2663-2217 (online) 
6 

якоря; iq  – электрический заряд; iu  – управляющее 

напряжение. 
 

2. Нелинейное математическое описание 
 

Для формализации процесса движения коро-

мысла с винтовыми электроприводами используем 

уравнения Лагранжа второго рода [4] в следующем 

виде: 
 

u f
ii

ii

d T T
Q Q

dt

  
      

; i 1, n ,            (1) 

 

где T  – выражение кинетической энергии объекта 

моделирования; i  – обобщенная координата; u
i

Q  – 

обобщенная сила, соответствующая управляющим 

воздействиям; f
iQ  – обобщенная сила, соответству-

ющая возмущающим воздействиям. 

Движение коромысла обладает пятью степеня-

ми свободы и характеризуется такими обобщенны-

ми координатами:  , 1 , 2 , 1q , 2q . 

Кинетическая энергия коромысла с винтовыми 

электроприводами описывается следующим выра-

жением: 
 

1 2 1 2

2 2 2 2 2
к э 1 э 2 я 1 я 2

1 1 1 1 1
T = I I I I q I q

2 2 2 2 2
       , (2) 

 

где кI , 
1э

I , 
2эI  – моменты инерции, соответствен-

но, коромысла, вращающихся частей первого и вто-

рого электроприводов. 

Обобщенные силы для каждой обобщенной ко-

ординаты описываются следующим образом: 
 

u
1 1 2Q F l F l  ; u

2 1Q M ; 

u
3 2Q M ; u

4 1Q u ; u
5 2Q u ; 

f
1 1 1 2 2 o cQ P l cos P l cos M M       ; 

f
2 o1 c1Q M M   ; f

3 o2 c2Q M M   ; 

f
4 я1 я1 1Q e R q   ; 

f
5 я2 я2 2Q e R q   . 

 

Выполнив определенные действия в соответ-

ствии с уравнением (1), получим следующую систе-

му уравнений: 
 

к 1 2 1 1

2 2 o c

э1 1 1 o1 c1

э2 2 2 o2 c2

я1 1 1 я1 я1 1

я2 2 2 я2 я2 2

I F l F l P l cos

P l cos M M ;

I M M M ;

I M M M ;

L q u e R q ;

L q u e R q .

      


   
    


   
   


  

        (3) 

 

Моменты и силы в правых частях уравнений 

зависят от обобщенных координат. Эти зависимости 

можно описать аналитически. Так, сила тяги, созда-

ваемая винтами, описывается таким выражением: 
 

2 4
i i вiF d  ; i 1, 2 ,      (4) 

 

где   – коэффициент тяги винта;   – плотность 

воздуха; вid  – диаметр винта. 

Моменты аэродинамического сопротивления 

определяются с помощью следующих выражений: 
 

  2 3
c c мM m s l   ;      (5) 

  2 5
ci ci i i вi

M m d
64


   ; i 1, 2 ,          (6) 

 

где  cm   и  ci im   – аэродинамические коэффи-

циенты; 

мs  – площадь лобового сопротивления коро-

мысла. 

Моменты статического сопротивления oM , 

o1M  и o2M  не зависят от обобщенных координат. 

Вращающий момент электропривода характе-

ризуется таким выражением: 
 

 i i i i i iM n q B a sin t  ; i 1, 2 ,           (7) 

 

где in  – число витков обмотки якоря; 

iB  – магнитная индукция; 

ia  – площадь витка; 

t  – время. 

Противо-ЭДС, индуцируемая в обмотке якоря 

при его вращении с угловой скоростью i , опреде-

ляется следующим выражением: 
 

 яi i яi i пi ie r B l sin t   ; i 1, 2 ,            (8) 

 

где яir  – радиус якоря; 

пil  – длина проводника, охватываемого магнит-

ным полем. 

Уравнения (3) – (8) в совокупности представ-

ляют собой математическое описание нелинейных 

движений коромысла с винтовыми электропривода-

ми под действием управляющих и возмущающих 

воздействий в диапазоне изменения углового поло-

жения 0 2    . 

Нелинейная связь между переменными суще-

ственно усложняет понимание процесса движения 

коромысла в большом диапазоне изменения. Для 

упрощения понимания особенностей углового дви-

жения коромысла можно значительно сузить диапа-
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зон изменения переменных и перейти к уравнениям 

первого приближения с помощью метода аналити-

ческой линеаризации. 
 

3. Линейное математическое описание 
 

Метод аналитической линеаризации [4] осно-

ван на способе разложения нелинейных уравнений 

(3) – (8) в ряд Тейлора относительно начальных 

условий движения, соответствующих горизонталь-

ному положению коромысла, и пренебрежении чле-

нами разложения более высокого порядка малости. 

В результате получена следующая система линей-

ных уравнений: 
 

11 12 1 13 12

21 1 22 1 23 1

31 2 32 2 33 2

41 1 42 1 43 1 44 1

51 2 52 2 53 2 54 2

a a a 0;

a a q a 0;

a a q a 0;

a q a a q a u 0;

a q a a q a u 0,

     


     


     
        

        

 (9) 

 

где 11 кa I ; 1
12

1 0

F
a l

 
   

 
; 2

13
2 0

F
a l

 
  

 
;  

21 э1a I ; 1
22

1 0

M
a

q

 
  

 
; 

c11
23

1 1 0

MM
a

 
   

  
; 31 э2a I ; 2

32
2 0

M
a

q

 
  

 
; 

c22
33

2 2 0

MM
a

 
   

  
; 41 я1a I ; я1

42
1 0

e
a

 
  

 
; 

43 1a R ; 44a 1  ; 51 я2a L ; я2
52

2 0

e
a

 
  

 
; 

53 2a R ; 54a 1  . 

 

Приняв во внимание, что инерционные меха-

нические свойства электропривода оказывают более 

существенное влияние на процесс движения, чем 

электрические инерционные свойства в цепи якоря и 

выполнив соответствующие подстановки и преобра-

зования получим следующую систему уравнений: 
 

11 12 1 13 12

21 1 1 23 1

31 2 2 33 2

a a a 0;

a a u 0;

a a u 0,

     

      

       

       (10) 

 

здесь  
 

1
c11

э1
1 1 0

21 1
c11 1 я1

1 1 1 1 10 0 0

MM
I

a

MM M e1
1

q R





 
  
  

  

       
       

        

 

1
c1 11

э1 0
1 1 0

MM
I a


 

   
  

; 

1
c1 11 1

23 0
1 1 1 10 0

MM M1
a a

R q


    

      
     

; 

1
c2 12

31 э2 0
2 2 0

MM
a I a


 

    
  

; 

1
c2 12 2

33 0
2 2 2 20 0

MM M1
a a

R q


    

      
     

. 

 

Используем метод пространства состояний  

[5, 6] и представим полученную систему уравнений 

(10) в следующих переменных состояния: 

 1x t   ;  2x t   ;  3 1x t   ;  4 2x t   . 

В результате соответствующих преобразований по-

лучим уравнения в векторно-матричной форме: 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

1312
1 1

11 11
2 2

3 3
21

4 4

31

0 1 0 0

aax t x t0 0
a a

x t x t
1

0 0 0x t x t
a

x t x t
1

0 0 0
a

 
 

     
    
    

     
    
    
    

  

 

 

 

123

21 2

33

31

0 0

0 0

u ta
0

a u t

a
0

a

 
 
 
   

    
     

 
 

  

; 

 

 

 

 

1 0 10

2 0 20

3 0

4 0

x t x

x t x

0x t

0x t

   
   
      
   
    

. (11) 

 

Для автоматического управления устройством 

коромысла с винтовыми электроприводами необхо-

димы датчики углового положения и угловой скоро-

сти. Тогда выходные сигналы датчиков  д1u t  и 

 д2u t  будут связаны через коэффициенты переда-

чи д1к  и д2к  с вектором состояния следующим об-

разом: 

 

 

 

 

 

 

 

1

д1 2д1

д2 д2 3

4

x t

к 0 0 0 x tu t

u t 0 к 0 0 x t

x t

 
 

    
     
      

 
 

. (12) 

 

При использовании одного датчика угла 
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 

 

 

 

 

1

2
д1 д1

3

4

x t

x t
u t к 0 0 0

x t

x t

 
 
 

    
 
 
 

.          (13) 

 

В более компактной форме уравнения (11) и 

(13) можно представить следующим образом: 
 

     x t Ax t Bu t  ;    дu t Cx t , (14) 

 

здесь А, В и С – матрицы коэффициентов и соответ-

ствующих уравнениям размерностей. 

Для получения математического описания объ-

екта автоматического управления, состоящего из 

коромысла, винтовых электроприводов и датчиков, 

в форме передаточных функций используем преоб-

разования Лапласа для уравнений (14) в результате 

получим следующие операторные уравнения: 
 

     0sX s x AX s BU s   ;    дU s CX s , (15) 

 

где s – переменная преобразований Лапласа; 

 X s  – изображение вектора состояния  x t ; 

 U s  – изображение вектора управляющих воз-

действий  u t ; 

 дU s  – изображение вектора сигналов датчи-

ков  дu t ; 

0x  – вектор начальных условий. 

Операторное уравнение для изображения 

 дU s  будет иметь вид: 

 

       
1 1

д 0U s C sI A BU s C sI A x
 

    , (16) 

 

здесь І – (44) единичная матрица. 

С помощью этого операторного уравнения 

можно получить все передаточные функции, отра-

жающие связь входных и выходных изображений 

переменных объекта автоматического управления. 

Так, по управляющим воздействиям: 
 

 
 

   

23
д1

д1 21 1
1 2

1 2 11 1

12

a
к

U s a к
W s

U s a s T s 1
s s 1

a

 
 
 

  
  

 
 

; (17) 

 
 

   

33
д1

д1 31 2
2 2

2 2 11 2

13

a
к

U s a к
W s

U s a s T s 1
s s 1

a

 
 
 

  
  

 
 

; (18) 

 
 

   

23
д2

д2 21 3
3

1 12 11

12

a
к s

U s a к
W s

U s s T s 1a
s s 1

a

 
 
 

  
 

 
 

; (19) 

 
 

   

33
д2

д2 31 4
4

2 22 11

13

a
к s

U s a к
W s

U s s T s 1a
s s 1

a

 
 
 

  
 

 
 

. (20) 

 

По возмущающим воздействиям от ненулевых 

начальных условий: 
 

 
 

 
д1f

1 д1

U s
W s к

F s
  ;  (21) 

 
 

 
д2f

2

U s
W s 0

F s
  .  (22) 

 

Полученные математические описания коро-

мысла как объекта автоматического управления во 

временной области: уравнения (11) – (13) и в ча-

стотной области: передаточные функции: (17) – (22) 

можно использовать в задачах синтеза алгоритмов 

устройства автоматического управления. 
 

4. Структурные схемы объекта 

автоматического управления 
 

Графические представления математических 

описаний позволяют визуально оценивать связи и 

структурные свойства объекта автоматического 

управления. 

Уравнения (11) и (12), описывающие процессы 

движения во временной области, графически можно 

представить структурной схемой, изображенной на 

рис. 6. 

Структурные схемы объекта автоматического 

управления в частотной области с помощью переда-

точных функций (17) – (22) можно представить схе-

мой, изображенной на рис. 7. 

Приведенные структурные схемы отражают 

как состав преобразовательных элементов матема-

тических описаний, так и связи между элементами и 

характеристиками сигналов в объекте автоматиче-

ского управления. 
 

5. Анализ функциональных свойств 

объекта автоматического управления 
 

Векторно-матричное уравнение (11) позволяет 

установить характер равновесия коромысла с винто-

выми приводами. Для этого необходимо сформиро-

вать характеристическое уравнение объекта с по-

мощью следующей формулы: 
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Рис. 6. Структурная схема объекта автоматического управления во временной области 

 

                
   а       б 

Рис. 7. Структурные схемы объекта автоматического управления в частотной области: а) для изображения 

управляющего воздействия  1U s ; б) для изображения управляющего воздействия  2U s  

 

 det sI A 0  ,            (23) 

 

здесь det – символ определителя. 

Выполнив необходимые действия, получим та-

кое характеристическое уравнение 
 

2

21 31

1 1
s s s 0

a a

  
    

    
.     (24) 

 

Очевидны следующие решения уравнения 
 

1 2s s 0  ; 3
21

1
s

a
 


; 4

31

1
s

a
 


. (25) 

 

Два полюса 1s  и 2s  имеют нулевые значения и 

располагаются на s -плоскости в начале координат. 

Два других значения полюсов 3s  и 4s  имеют отри-

цательные действительные значения и располагают-

ся на действительной оси левой половины  

s -плоскости.  

Согласно положениям теории устойчивости та-

кое расположение полюсов на s -плоскости свиде-

тельствует о нахождении объекта на границе устой-

чивости [6]. 

Необходимым условием для объекта автомати-

ческого управления является возможность управ-

лять всеми переменными вектора состояния  x t  и 

наблюдать все его изменения. 

Возможность управления вектором состояния 

оценим с помощью критерия Р. Калмана [6] в такой 

форме: 
 

2 3rangR rang B AB A B A B 4  
 

,      (26) 

 

здесь rang  – символ ранга матрицы управляемости 

R; 4 – размерность вектора состояния. 

Сделав соответствующие критерию преобразо-

вания с матрицами А и В уравнения (11), получим 

матрицу управляемости размера: dimR 4 8  . Сре-

ди столбцов этой матрицы найдем четыре столбца 

следующей структуры: 
 

13 14

23 24
1

31 33

42 44

0 0 r r

0 0 r r
R

r 0 r 0

0 r 0 r

 
 
 
 
 
 

.       (27) 
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Определитель подматрицы 1R  будет равен: 

 

 1 31 42 13 24 23 14det R r r r r r r  .   (28) 

 

Для того, чтобы был rang R 4 , необходимо и 

достаточно выполнение условия линейной незави-

симости четырех векторов подматрицы 1R , состоя-

щее в том, что 1det R 0 , т.е. 

 

 31 42 13 24 23 14r r r r r r 0  .     (29) 

 

В этом выражении 31 42r r 0 , тогда требуется 

выполнение следующего условия: 
 

13 24 23 14r r r r .            (30) 

 

Раскроем структуру коэффициентов ijr  через 

коэффициенты матриц А и В уравнения (11). В ре-

зультате упрощения получим следующее условие 

полной управляемости: 
 

21 31a a  ,   (31) 

 

означающее по Калману, что объект автоматическо-

го управления может быть переведен из некоторого 

начального состояния  0x t  в желаемое состояние 

 1x t  за конечный интервал времени 1 0t t . 

Кроме управляемости объект автоматического 

управления должен обладать свойством наблюдае-

мости, означающее возможность по результатам 

доступных измерений наблюдать изменение вектора 

 x t . Свойство наблюдаемости оценим с помощью 

критерия Р. Калмана: 
 

     
т ттт 2 3rangQ C CA CA CA 4

 
  
 

.   (32) 

 

Выполнив соответствующие преобразования с 

матрицами А и С уравнений (11) и (12), получим 

матрицу наблюдаемости Q , dim Q 4 8  . Среди 

всех восьми столбцов матрицы требуется найти че-

тыре линейно-независимых. Такие столбцы есть в 

матрице Q и представим их с помощью подматрицы 

Q1: 
 

11

21
1

33 34

43 44

q 0 0 0

0 q 0 0
Q

0 0 q q

0 0 q q

 
 
 
 
 
 

.        (33) 

 

Линейная независимость столбцов означает, 

что 1det Q 0 . Выполнив соответствующие дей-

ствия для нахождения определителя матрицы Q1 и 

из условия неравенства его нулю, получаем следу-

ющее соотношение: 
 

21 31a a  ,     (34) 

 

гарантирующее наблюдение вектора состояния 

 x t  объекта автоматического управления на ин-

тервале наблюдения 1 0t t  по результатам измере-

ний датчиков угла и угловой скорости. Такой же 

результат получается и при использовании матрицы 

уравнения (14). 

Критерии управляемости и наблюдаемости 

Р. Калмана позволяют оценить структурные свой-

ства объекта автоматического управления. Критерий 

управляемости устанавливает факт влияния вектора 

управляющих воздействий  u t  на вектор состоя-

ния  x t . Критерий наблюдаемости отражает факт 

возможности наблюдения изменений вектора состо-

яния  x t  на доступных измерениях  дu t . Эти 

свойства структуры объекта автоматического 

управления можно оценивать и по структурной схе-

ме во временной области (рис. 6). Действительно, по 

схеме можно проследить путь прохождения управ-

ляющих воздействий  1u t  и  2u t , и их связь с 

переменными вектора состояния  ix t , i 1, 4 . Ана-

логично, можно по схеме проанализировать связи 

переменных вектора состояния с выходными сигна-

лами  д1u t  и  д2u t . Такой анализ структурной 

схемы приводит к аналогичным выводам, получен-

ным с помощью аналитических критериев Р. Калма-

на. 

Условия управляемости (26) и наблюдаемости 

(33) совпали. Практическое выполнение этого усло-

вия означает одновременное использование различ-

ных по динамическим свойствам винтовых электро-

приводов. Попеременное использование идентич-

ных винтовых электроприводов может обеспечить 

условия полной управляемости и наблюдаемости 

объекта автоматического управления. 

При формировании системы управления угло-

вым положением коромысла можно использовать 

следующие принципы управления: 

1) принцип управления по возмущающему воз-

действию; 

2) принцип управления по отклонению; 

3) принцип управления по диагнозу. 

Для использования первых двух принципов 

объект автоматического управления обладает необ-

ходимыми свойствами управляемости и наблюдае-
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мости. При использовании третьего принципа – 

управления по диагнозу объект автоматического 

управления должен обладать свойством диагности-

руемости [7], заключающемся в возможности опре-

делять характеристики дестабилизирующих воздей-

ствий, нарушающих работоспособность объекта 

автоматического управления. 

Для рассматриваемого объекта автоматическо-

го управления дестабилизирующими воздействиями 

в процессе эксплуатации могут быть изменения 

функциональных характеристик винтовых электро-

приводов и изменения углового положения и скоро-

сти коромысла. Итак, множество D-дестабили-

зирующих воздействий будет включать следующие 

события: 
 

 1 2 5D d , d , , d ,           (35) 

 

где 1d  – изменение инерционных свойств первого 

электропривода; 2d  – изменения инерционных 

свойств второго электропривода; 3d  – уменьшение 

тяги первого винтового электропривода;  

4d  – уменьшение тяги второго винтового электро-

привода; 5d  – изменение углового положения ко-

ромысла. 

В результате параметризации дестабили-

зирующих воздействий сформируем следующее 

множество: 
 

 21 31 23 33 10P a , a , a , a , x    .        (36) 

 

Для оценки структурных свойств объекта ис-

пользуем критерий структурной диагностируемости 

[7], применив его отдельно к каждому уравнению 

описания в пространстве состояний. Первые два 

параметра множества Р входят в состав матриц А и 

В уравнения (11), поэтому матрицы чувствительно-

сти по этим параметрам будет иметь следующий 

вид: 
 

   
21

23a
2 2

21 21

0 0 0 0 0

0 0 0 0 0

a1L
0 0 0

a a

0 0 0 0 0



 
 
 
 

 
  

 
 

;   (37) 

   

31a

33

2 2
31 31

0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0L

a1
0 0 0 0

a a



 
 
 
 
 

 
 

  

.     (38) 

 

Параметры 23a  и 33a   входят в состав только 

матрицы В, поэтому 
 

23a

21

0 0

0 0

L 1
0

a

0 0



 
 
 
 
 


 
  

; 
33a

31

0 0

0 0

L 0 0

1
0

a



 
 
 
 
 
 
  

. (39) 

 

Параметр 10x  входит в состав уравнения (12), 

следовательно 
 

10

д1
x

к
L

0

 
  
 

.         (40) 

 

В соответствии с критерием полной структур-

ной диагностируемости [7] во всех попарных соче-

таниях матрицы чувствительности должны быть 

линейно независимыми. Очевидно, что приведенные 

матрицы (37) – (40) линейно независимы, следова-

тельно, объект автоматического управления полно-

стью структурно диагностируем. 

Для оценки сигнальных свойств объекта авто-

матического управления используем критерий сиг-

нальной диагностируемости [8], применив его от-

дельно к каждой матрице чувствительности. Полу-

чим следующие функции: 
 

 

 
 

 
 21

23a
3 12 2

21 21

0

0

a1t
x t u t

a a

0



 
 
 
  

 
  

 
 

;     (41) 

 
   

 

31a

4 33 2

2
31

0

0

0t

x t a u t

a



 
 
 
  
 

 
 

  

;         (42) 

 
 23a

1
21

0

0

t 1
u t

a

0



 
 
 
  
 


 
  

;  

 

33a

2
31

0

0

t 0

1
u t

a



 
 
 
  
 
 
  

; (43) 

 
10

д1
x

к
t

0

 
   

 
.          (44) 

 

Согласно критерию полной сигнальной диа-

гностируемости [7] функции чувствительности 

должны быть линейно независимы во всех попар-



ISSN 1727-7337 (print) 

АВІАЦІЙНО-КОСМІЧНА ТЕХНІКА І ТЕХНОЛОГІЯ, 2020, № 3(163)               ISSN 2663-2217 (online) 
12 

ных сочетаниях. Парные сочетания следующих 

функций 
21a  и 

23a , а также 
31a  и 

33a  будут 

линейно независимы только в переходных режимах. 

Таким образом, объект автоматического управления 

будет полностью сигнально диагностируем в пере-

ходных режимах. 
 

6. Математические модели объекта 

автоматического управления 
 

Построение моделей идеальных или матери-

альных, как отмечали А. Розенблют и Н. Винер [8], 

«по необходимости занимает центральное место в 

процедуре любого научного исследования». Это 

обстоятельство обусловлено тем, что модели высту-

пают в качестве необходимого промежуточного зве-

на между совокупностью утверждении теорий и 

действительностью, которая приближенно отража-

ется в соответствующих моделях [9]. 

Для того, чтобы представленные математиче-

ские уравнения, отражающие преобразовательные 

свойства коромысла с винтовыми электропривода-

ми, стали инструментальными средствами для задач 

анализа и синтеза, т.е. математическими моделями 

[4], необходимо сформировать ряд следующих 

условий: 

1) точность линеаризации, выраженную коли-

чественно; 

2) функциональные характеристики невозму-

щенного движения; 

3) диапазон и характер изменения входных 

воздействий; 

4) диапазон и характер реакций на входные 

воздействия; 

5) математические линейные уравнения воз-

мущенного движения, связывающие отклонения 

входных и выходных переменных объекта; 

6) численные значения коэффициентов уравне-

ний с требуемой точностью; 

7) диапазон и масштаб изменения времени мо-

делирования.Итак, конкретно, точность аналитиче-

ской линеаризации определяется наибольшей вели-

чиной отброшенных членов разложения более вы-

сокого порядка малости. 

Характеристики невозмущенного движения 

включают следующие параметры: угловое положе-

ние коромысла  0t 0  ; угловую скорость 

 0t 0  ; угловые скорости электроприводов 

 1 0 10t   ;  2 0 20t   ; токи в обмотках управ-

ления электроприводов    1 0 1 0 10q t i t i  ; 

   2 0 2 0 20q t i t i  . 

Диапазоны изменения входных воздействий 

управляющих: 1u  и 2u , а также возмущающего 

1  вычисляются по результатам линеаризации. 

Характер процессов – колебательный в инфраниз-

ком диапазоне частот. 

Диапазон изменения реакций на входные воз-

действия определяется в результате прикидочных 

расчетов. Характер изменений – колебательный в 

инфранизком диапазоне частот. 

Математические линейные уравнения – это 

уравнения, описывающие преобразовательные про-

цессы в объекте автоматического управления во 

временной (11) – (14) и в частотной (17) – (22) обла-

стях. 

Численные значения коэффициентов уравне-

ний определяются в результате расчетов по резуль-

татам измерений, с использованием паспортных 

данных электроприводов, винтов, датчиков или по 

результатам обработки экспериментальных данных 

с точностью не ниже точности линеаризации. 

Масштаб времени в моделях tm 1  и время 

моделирования определяется возможным временем 

функционирования экспериментальной установки. С 

учетом этих условий получаются математические 

модели объекта автоматического управления во 

временной и частотной областях. 
 

Заключение 
 

В результате проведенных исследований уда-

лось сформировать для экспериментальной установ-

ки исследования углового движения коромысла с 

винтовыми электроприводами нелинейные и линей-

ные математические модели, отражающие процессы 

углового движения, как во временной, так и в ча-

стотной областях. Полученные математические мо-

дели представляют собой основу для анализа и изу-

чения функциональных процессов конкретных 

устройств с винтовыми электроприводами в среде 

Simulink. Отработанные в результате компьютерно-

го моделирования машинные модели позволят пе-

рейти к синтезу алгоритмов управления как во вре-

менной [6], так и в частотной [10] областях, а затем 

к синтезу цифровых алгоритмов управления поло-

жением коромысла в экспериментальной установке. 

Полученные результаты могут использоваться 

как в учебном процессе: в курсовом и дипломном 

проектировании, так и на этапах эскизного проекти-

рования систем автоматического управления дина-

мически подобными моделями конвертопланов. 
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УПРАВЛІНСЬКІ МОДЕЛІ КУТОВОГО РУХУ КОРОМИСЛА  

З ГВИНТОВИМИ ЕЛЕКТРОПРИВОДАМИ  

А. С. Кулік, Є. В. Філіппович, К. Ю. Дергачов, С. М. Пасічник, Ю. О. Немшилов 

Предметом вивчення в статті є процес формування моделей кутового руху коромисла з гвинтовими елек-
троприводами. Метою є розробка підходу до формування найпростіших моделей кутового руху коромисла з 
гвинтовими електроприводами як об'єкту автоматичного управління. Завдання: сформувати фізичну модель 
коромисла з гвинтовими електроприводами. Розробити за допомогою лагранжевого формалізму нелінійний 
математичний опис процесу кутового руху коромисла з гвинтовими електроприводами. Отримати лінеаризо-
ваний математичний опис об'єкту автоматичного управління в просторі станів у разі використання одного дат-
чика (кутового положення) і двох датчиків (кутового положення й кутової швидкості коромисла). Отримати 
опис об'єкту автоматичного управління в частотній області за допомогою перетворень Лапласа. Сформувати 
графічні моделі об'єкту автоматичного управління за допомогою структурних схем у часовій та частотній об-
ластях. Проаналізувати функціональні властивості об'єкту автоматичного управління: стійкість, керованість, 
спостережуваність, структурну та сигнальну діагностованість у разі використання одного датчика (кутового 
положення) і двох датчиків (кутового положення та кутової швидкості коромисла). Сформувати умови вико-
ристання математичних описів як математичних моделей об'єкту автоматичного управління. Використовува-
ними методами є: метод Лагранжа, аналітичної лінеаризації, простору станів, перетворення Лапласа, критерії 
Ляпунова, Калмана, діагностування. Отримані наступні результати: сформовано підхід щодо отримання най-
простіших моделей кутового руху коромисла з гвинтовими електроприводами як об'єкту автоматичного уп-
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равління для вирішення конкретних завдань аналізу й синтезу. Висновки. Наукова новизна полягає у форму-
ванні підходу щодо отримання найпростіших управлінських моделей кутового руху коромисла з гвинтовими 
електроприводами, що відрізняється від відомих повнотою обліку діючих сил і моментів. 

Ключові слова: коромисло; гвинтовий електропривод; об’єкт автоматичного управління; керованість; 
спостережуваність; діагностуємість; математичні моделі; простір станів. 

 
UNSTABLE STATES STABILIZATION OF THE REVERSE  

PENDULUM WITH SCREW ACTUATORS 

A. Kulik, Ye. Filippovich, K. Dergachov, S. Pasichnik, Yu. Nemshilov 

The subject of study in the article is the forming models' process for the angular motion of the rocker with 
screw electric actuators. The purpose is to develop the approach to the simplest models formation for the angular 
motion of the rocker with screw electric actuators as the automatic control object. Tasks: to form the physical model 
of rocker with screw electric actuators. Using the Lagrangian formalism develop the non-linear mathematical de-
scription of the angular motion process of a rocker with screw electric actuators. To obtain the linearized mathemat-
ical description of the automatic control object in form of state space in the cases when one sensor (angular position) 
and two sensors (angular position and angular velocity of the rocker) are used. To obtain the description of the au-
tomatic control object in the frequency domain using Laplace transforms. To form graphic models of the automatic 
control object using structural diagrams in the time and frequency domains. To analyze the functional properties of 
the automatic control object: stability, controllability, observability, structural and signal diagnosability in the cases 
when one sensor (angular position) and two sensors (angular position and angular velocity of the rocker) are used. 
To formulate the conditions for using mathematical descriptions as mathematical models of the automatic control 
object. The methods used are the Lagrange method, analytical linearization, state space, Laplace transform, 
Lypunov, Kalman criteria, diagnosability. The following results were obtained: the approach to the formation of the 
simplest models for the angular motion of a rocker with screw electric actuators as an object of automatic control for 
solving specific problems of analysis and synthesis was formed. Conclusions. The scientific novelty lies in the for-
mation of the approach to the formation of the simplest control models for the angular motion of the rocker with 
screw electric actuators which differs from the known completeness of accounting for the acting forces and mo-
ments. 

Keywords: rocker; screw electric actuator; automatic control object; controllability; observability; diagnosabil-
ity; mathematical models; state space. 
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