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КРИТЕРІЙ ЯКОСТІ ПЕРЕХІДНОГО ПРОЦЕСУ  
І ПОКАЗНИКИ ТОЧНОСТІ СИСТЕМИ СТАБІЛІЗАЦІЇ РАКЕТИ 

 
Для випадку плоского обертального руху отримано рівняння, які встановлюють зв'язок між коефіціє-
нтами критерію, законом регулювання, координатами векторів похибок і роботою інерційного вико-
навчого пристрою протягом перехідного процесу компенсації постійного збурювального прискорення. 
На відміну від традиційного виду закону регулювання, в ньому враховано всі координати вектору стану 
відповідно до прийнятої моделі, що позитивно впливає на запас стійкості і точність стабілізації. 
Отримані результати дають можливість визначати коефіцієнти закону регулювання виходячи з то-
го, які показники системи прийнято пріоритетними.   
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Підтримання заданого обертального руху раке-
ти космічного призначення (РКП) входить до осно-
вних задач системи управління. Специфіка РКП як 
об’єкта управління полягає в широкому протягом 
польоту діапазоні масово-інерційних характеристик, 
швидкостей і висоти, а також в наявності коливаль-
них ланок, обумовлених кінцевою жорсткістю кор-
пусу і рухом вільної поверхні компонентів палива 
[1, 2]. Розроблені різного рівня складності матема-
тичні моделі, для оцінки запасу стійкості  методи 
використання кореневого годографа, передатних 
функцій і частотних характеристик [3, 4]. Для сис-
теми стабілізації РКП проблема стійкості є доміну-
ючою, при цьому задача розробки інженерних мето-
дів розрахунку ймовірності стійкості вимагає пошу-
ку компромісного рішення між простотою розраху-
нкової моделі і точністю отриманого результату [5]. 
Проведене дослідження впливу на запас стійкості і 
статичну похибку введення в закон регулювання 
доданків, пропорційних кутовому прискоренню [6]. 
Відомо, що вимоги до стійкості і точності компен-
сації зовнішніх збурень суперечливі, тим більше це 
має місце для об’єкту управління, яким є оберталь-
ний рух РКП. Для випадку стаціонарної лінійної 
моделі плоского обертального руху встановлений 
зв'язок між координатами векторів похибок, які ха-
рактеризують точність компенсації зовнішніх збу-
рень після закінчення перехідного процесу, і запа-
сом стійкості системи на площині коренів характе-
ристичного поліному [7].  

Якість перехідного процесу, від якої залежать 
енергетичні витрати особливо на атмосферній діля-
нці траєкторії, кількісно прийнято характеризувати 
критерієм у вигляді інтегралу від квадратів змінних 
стану та їх добутків. Визначення коефіцієнтів зако-

ну регулювання виходячи із моделі об’єкту управ-
ління і коефіцієнтів критерію входить до основних 
задач, які розв’язуються методом аналітичного 
конструювання регуляторів [8].  Для випадку моделі 
плоского обертального руху ракети чи космічного 
апарату, де не береться до уваги інерція виконавчо-
го пристрою і коливальні ланки, отримані кінцеві 
співвідношення між коефіцієнтами критерія якості 
перехідного процесу при компенсації лінійного у 
часі збурювального прискорення, запасом стійкості, 
кількісними характеристиками точності системи 
стабілізації і вимогами до потужності виконавчого 
пристрою [9].  Виходячи з критерію енергетичних 
витрат обґрунтовано рекомендації щодо побудови 
виконавчого пристрою системи керування кутовим 
положенням ракети шляхом зміни напряму вектору 
сили тяги маршового двигуна [10].  Для різних рів-
нів складності математичної моделі шляхом аналізу 
кореневих годографів і чисельного інтегрування 
рівнянь руху показано, що найменші витрати енергії 
на відпрацювання збурень мають місце при аперіо-
дичних перехідних процесах. 

 До основних задач на початковому етапі роз-
робки системи стабілізації відноситься визначення 
закону регулювання, яке проводиться з урахуван-
ням, як правило, суперечливих вимог до необхідно-
го запасу стійкості, заданої точності компенсації 
зовнішніх збурень і якості перехідного процесу.   

В статті ставиться задача встановлення 
зв’язку між коефіцієнтами критерію якості перехід-
ного процесу в системі стабілізації обертального 
руху ракети, показниками точності і приведеною 
роботою інерційного виконавчого пристрою при 
компенсації одиничного збурення.  

Отримані результати можуть бути використані 

 В. В. Авдєєв 
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для прийняття обґрунтованого компромісного рі-
шення між показниками точності, запасом стійкості 
і вимогами до динамічних характеристик виконав-
чого пристрою.   

 
1. Рівняння обертального руху 

 
Рух РКП у площині рискання, який у першому 

наближенні є незалежним від руху в площині тан-
гажа чи крену, в даній роботі приймається за об’єкт 
управління (ОУ). Із врахуванням інерції виконавчо-
го пристрою модель ОУ в околі певної точки траєк-
торії з використанням методу заморожених коефіці-
єнтів [2] описується рівнянням: 

 

mu  cbxax ,                    (1)  
 

де координатами вектору x  є:    кут рискання, 
         кутова швидкість;  

    кут повороту руля курсу; 
    кутова швидкість; 

тобто   Tx .  
На вхід ОУ діє управління u , залежність якого 

від координат вектору x  називають законом регу-
лювання, і збурювальне обертальне прискорення m , 
основні складові якого це відхилення конструкції 
РКП від геометричної і масової симетрії та боковий 
вітер на атмосферній ділянці польоту. Елементами 
матриці a  є традиційні [2] коефіцієнти збуреного 

обертального руху  a,a,a ' , які залежать від 

масово-інерційних характеристик РКП і точки трає-
кторії, постійна часу ACT  виконавчого пристрою – 
автомату стабілізації (АС) і коефіцієнт демпфування 
 : 
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Збурення m (1) впливає тільки на кут рискання 

  та його похідні, а управління u   на кут поворо-
ту руля   і його похідні, тому 41 – матриці b  і c  
такі: 

 

];000[ Tb  

]0010[Tc .                         (3) 
 

Закон регулювання ),,,(u    можна визна-
чити виходячи із заданої точності – через призначе-
ні величини коефіцієнтів помилок [7], запасу стій-
кості або методом аналітичного конструювання ре-
гуляторів – шляхом мінімізації критерію якості пе-
рехідного процесу [8]. 

Цей критерій в околі певного моменту часу t  
прийнятий у вигляді: 

 





pTt

t
d)()(5,0J xβxT  




 
pTt

t

1T d)(uk)(u5,0 ,      (4) 

 
де pT  тривалість перехідного процесу; 

β   матриця коефіцієнтів; 
k   коефіцієнт в каналі управління u . 

При умові повної керованості ОУ (1) оптима-
льне в смислі мінімуму критерію J (4) управління  

 

xSbT  ku ,                        (5)  

 
де S   44 симетрична матриця, яка визначається 
шляхом розв’язку матричного диференційного рів-
няння Ріккаті 
 

βSbbSSaaSS TT  k                (6) 
 
з умовою 0)T( p S .  

Рівняння (6) інтегрується у зворотному часі з 
початковою умовою 0)0( S , його розв’язок  

)T( pS  є матрицею, що входить в оптимальне управ-

ління (5) [11].  
У зворотному часі рівняння (6) записується так: 
 

βSbbSSaaSS TT  k .           (7) 
 
Спираючись на (2, 3, 7) і беручи до уваги симе-

тричність матриці S , для розрахунку чисельним 
методом тих елементів цієї матриці (четвертий ря-
док), через які визначається оптимальне управління 
(5), необхідно перейти до системи із 10 нелінійних 
диференційних рівнянь.  

Для їх чисельного розв’язку, наприклад мето-
дом Адамса, елементам матриці S , які знаходяться 
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на основній діагоналі і справа від неї, ставляться у 
відповідність координати вектору y  згідно табл. 1. 

 
Таблиця 1 

Розподіл елементів матриці S  у векторі y  
 

S11 S12 S13 S14 S22 S23 S24 S33 S34 S44 
y0 y1 y2 y3 y4 y5 y6 y7 y8 y9 

 
У скалярному вигляді система (7) така: 
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Розв’язок цієї системи для різних варіантів па-

раметрів ОУ (2, 3) наближається до усталених зна-
чень з похибкою до 10%  в інтервалі часу, який не 
перевищує 5 с.    

Таким чином рівняння (7) дають можливість 
чисельним шляхом встановити зв'язок коефіцієнтів 
критерію J  (4) якості перехідного процесу і закону 
регулювання (5), який традиційно [2] прийнято за-
писувати у вигляді суми доданків з координатами 
вектору стану x : 

 

 
 '' kkkku .          (8) 

 

Співставлення розв’язку рівнянь (7) і (8) вста-
новлює залежність коефіцієнтів закону регулювання 
від елементів матриці S : 

 
;kk 14S  

 

24
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34kk S ; 

 

44
' kk S .                          (9) 

 
Наявність коефіцієнтів (9) закону регулювання 

(8), які залежать від параметрів ОУ (2, 3) і вибору 
елементів матриці β , дає можливість визначити всі 
складові математичної моделі системи стабілізації 
(СС), необхідні для розрахунку запасу стійкості і 
векторів коефіцієнтів похибок при компенсації збу-
рювального  прискорення, які кількісно характери-
зують точність СС.  

В околі певної точки траєкторії з використанням 
методу заморожених коефіцієнтів [2] відповідно до 
(1 – 3, 8, 9) СС обертального руху РКП у площині 
рискання може бути описана системою із чотирьох 
диференційних рівнянь: 

 

m cxax * , 
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де .Tkv AC
'    

Спираючись на (10) можна визначити перше 
наближення таких  динамічних характеристик як 
запас стійкості на площині двох вибраних коефіціє-
нтів закону регулювання, на площині частотної ха-
рактеристики розімкненої СС [4] чи на площині ко-
ренів характеристичного поліному (рис. 1) і коефіці-
єнти помилок (рис. 2), від яких залежить точність 
компенсації збурювального прискорення m . 

Приклади залежності показників СС від елеме-
нтів матриці β наведено для даних табл. 2. 

 
Таблиця 2 

Дані для розрахунку функцій на рис. 1-3 
 

a a a  TAC k 33 44 ij 
с-2 с-1 - с с-1 с ij 

-0,3 -0,2 -0,11 0,8 0,15 1 0 0 0 
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Рис. 1. Степінь стійкості на площині коренів  
характеристичного поліному 

 

 
 

Рис. 2. Коефіцієнт статичної похибки 
 

 
 

Рис. 3. Робота АС на перехідному процесі компен-
сації одиничного збурювального прискорення 

2. Вплив показників точності 
на закон регулювання 

 
Як і в роботі [7], точність компенсації збурюва-

льного обертального прискорення m , що входить в 
(10), кількісно може бути визначена координатами 
векторів коефіцієнтів помилок 
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Вектори (11) визначають похибку компенсації 
збурення у вигляді 

 
tmmm 00    

 
після закінчення перехідного процесу: 

 
000 m)tmm()t(   e1e0x , pTt  ,     (12) 

 
де 00 m,m   - постійні складові збурення і його шви-
дкості. 

Коли значення координат вектора (12) є пріо-
ритетною вимогою до СС, то, на відміну від розділу 
1, коефіцієнти закону регулювання (8) розрахову-
ються виходячи із заданих величин координат цих 
векторів: 
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В (13) позначено: 

.gaag

;
a1

a
g

12

1

1
1














e0

e0

 

 
Співвідношення (11) дає коефіцієнт  
 

  kg1k 1 .                          (14) 

 
Таким чином із (13, 14) знаходяться три із чоти-

рьох коефіцієнтів закону регулювання. Із шести не-
нульових координат векторів (11) незалежними між 
собою є тільки 131 ,, e1e0e0 . Вибором коефіцієнта 

'k  шляхом ітерацій, при яких k  і k  не зміню-

ються, можна збільшити запас стійкості на площині 
коренів характеристичного поліному СС.  

 
 

3. Робота АС при постійному збуренні 
 

Цей показник пропорційний втратам енергії на 
перехідному процесі компенсації збурень і може 
бути ще одним критерієм його якості. Перше на-
ближення моделі повороту руля приймається у ви-
гляді ланки другого порядку: 

 
MccI 12   .                (15)  

                                    
В цьому рівнянні: 
I   приведений до осі обертання на кут   мо-

мент інерції поворотного пристрою; 
1c   жорсткість його конструкції; 

2c   коефіцієнт демпфування; 
M   обертальний момент, який створює АС 

при повороті руля. 
Робота АС протягом перехідного процесу три-

валістю pT   

 

 
pT

0
dt)t()t(MA  .                  (16) 

 
Функції, що входять в (15, 16), визначаються 

шляхом розв’язку рівнянь СС (10), який може бути 
отриманий в аналітичному вигляді.  

Якщо пріоритетним показником СС є точність 
компенсації зовнішніх збурень, то необхідності в 
розв’язку рівняння Ріккаті (7) немає, при цьому роз-
рахунок показника (16) проводиться спираючись на 
задані три незалежні координати векторів помилок 

(11), відповідні значення чотирьох коефіцієнтів за-
кону регулювання, лінійні складові збурювального 
прискорення m  та елементи матриці a (2).  

Коли коефіцієнти закону регулювання визна-
чаються виходячи із прийнятих значень елементів 
матриці β  у критерії (4) якості перехідного процесу, 
тобто методом аналітичного конструювання регуля-
торів 8, то проводиться розв’язок матричного рів-
няння (7), яке еквівалентно системі із 10 нелінійних 
диференційних рівнянь першого порядку. Недолі-
ком цього методу є довільний вибір елементів мат-
риці β . Очевидно з погляду мінімізації витрат енер-
гії на перехідних процесах переважне значення ма-
ють діагональні елементи цієї матриці, при цьому, 
коли пріоритетною вимогою до СС є зменшення 
рівня вимог до потужності АС, то для оптимізації 
перехідного процесу в ОУ (1) слід встановлювати 
більші значення елементів матриці 22β  і 44β , які в 
критерії J  (4) є множниками при квадратах кутових 
швидкостей рискання і рульового органу; тоді як 
пріоритетною вимогою є зменшення кутів відхилень 
РКП від програмних величин і умовних кутів пово-
роту рульового органу, встановлюються більші зна-
чення елементів 11β  і 33β , які в критерії якості пе-
рехідного процесу є множниками при квадратах 
названих кутів ( , ). 

Для прикладу постійного збурювального прис-
корення ( 0mm  ) і нульових початкових значень 
координат вектору стану x  приведена до одиниці 
квадрату збурювального прискорення 0m  робота 
виконавчого пристрою СС плоского обертального 
руху першого ступеня ракети «Мінітмен», має міні-
мум при певному значенні коефіцієнта 22β  крите-
рію (4) і пропорційна коефіцієнту 11β  (див. рис. 3). 

 
Висновки 

 
1. Для системи стабілізації плоского оберталь-

ного руху ракети із врахуванням інерції виконавчого 
пристрою розроблено послідовність встановлення 
зв'язку між показниками точності і коефіцієнтами 
якості перехідного процесу. Основні кроки такі: 
розв’язок 10 нелінійних диференціальних рівнянь 
Ріккаті, в результаті якого знаходяться чотири кое-
фіцієнти (9) закону регулювання (8), і розрахунок 
векторів помилок (11) при дії лінійного збурюваль-
ного прискорення. 

2. Кількісною характеристикою якості перехід-
ного процесу, крім критерію (4), може бути робота 
виконавчого пристрою (16) при компенсації постій-
ного збурювального прискорення. 
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Матеріали статті можуть бути використані для 
обґрунтування вибору коефіцієнтів закону регулю-
вання виходячи з різних пріоритетних критеріїв.  

Наступний етап роботи – врахування в матема-
тичній моделі збуреного руху центру мас. 
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КРИТЕРИЙ КАЧЕСТВА ПЕРЕХОДНОГО ПРОЦЕССА  
И ПОКАЗАТЕЛИ ТОЧНОСТИ СИСТЕМЫ СТАБИЛИЗАЦИИ РАКЕТЫ 

В. В. Авдеев 
Для случая плоского вращательного движения получены уравнения, которые устанавливают связь ме-

жду коэффициентами критерия, законом регулирования, координатами векторов ошибок и работой инерци-
онного исполнительного устройства в течение переходного процесса компенсации постоянного возмущаю-
щего ускорения. В отличие от традиционного вида закона регулирования, в нем учтены все координаты век-
тора состояния согласно принятой модели, что положительно влияет на запас устойчивости и точность ста-
билизации. Полученные результаты дают возможность определять коэффициенты закона регулирования 
исходя из того, какие показатели системы приняты приоритетными.  

Ключевые слова: переходный процесс, закон регулирования, точность, работа исполнительного уст-
ройства. 

 
 

PERFORMANCE CRITERION OF A TRANSIENT PROCESS  
AND ACCURACY FIGURES OF A ROCKET STABILIZATION SYSTEM 

V. V. Avdejev  
Equations given connection between criteria coefficients, control law, coordinates vectors of errors and the 

work of an inertial actuating link during transient process of a constant disturbing acceleration compensation for the 
case of a plain rotation movement are obtained. Unlike traditional form of a control law that in article takes in ac-
count all coordinates of the state vector according to chosen model what has a positive influence on stability factor 
and stabilization accuracy. Obtained results give the possibility to determine control law coefficients on the assump-
tion of taken priority system’s indexes.    

Кey words: transient process, control law, accuracy, work of executive devices.  
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