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УДК 531.8                                       А. Шакури 
 

УЧЕТ ПРИСОЕДИНЕННОЙ МАССЫ ВОЗДУХА 
ПРИ ЭКСПЕРИМЕНТАЛЬНОМ ОПРЕДЕЛЕНИИ МОМЕНТОВ ИНЕРЦИИ 

СВОБОДНОЛЕТАЮЩЕЙ МОДЕЛИ САМОЛЕТА 
 

При изучении режимов полета натурного летательного аппарата 
(ЛА) на его свободнолетающей динамически подобной модели (СДПМ) 
осуществляют моделирование движения, которое рассматривают как 
процесс взаимодействия тела с атмосферным воздухом. В связи с необ-
ходимостью обеспечения подобия массово-инерционных параметров 
СДПМ и натурного ЛА при моделировании вопросам точности экспери-
ментального определения моментов инерции (МИ) придают первосте-
пенное значение [1]. 

Экспериментальное определение МИ относится к косвенным изме-
рениям и основано на зависимости, существующей между характером 
криволинейного движения тела и его МИ. Из большого числа экспери-
ментальных методов определения МИ тела наибольший интерес для 
СДПМ представляет метод крутильных колебаний на бифилярном под-
весе [2–5].  

Этим методом определяют центральные осевые моменты инерции 
СДПМ относительно осей связанной системы координат OXYZ . Метод 
крутильных колебаний не вызывает трудностей при определении мо-
мента инерции относительно нормальной оси OY , а относительно по-
перечной OZ  и продольной OX  осей СДПМ – не совсем удобен, так как 
требует подвески СДПМ боком и вертикально. Однако для небольших 
СДПМ (как правило, с размахом крыла или длиной фюзеляжа не больше 
4 м и массой до 300 кг) применение этого метода не сопряжено с нераз-
решимыми трудностями. При этом используют подъемные приспособ-
ления, стенд с системой подвеса, нивелировочные и измерительные 
устройства (например, нивелир, нивелировочную линейку, секундомер, 
измерительную рулетку), крепежные приспособления. 

Если крепежные приспособления имеют относительно СДПМ не-
значительные массу, собственные и переносные моменты инерции, то 
замеряемые при испытаниях периоды колебаний можно отнести к самой 
СДПМ. При необходимости установки массивных крепежных приспособ-
лений моменты инерции СДПМ рассчитывают с учетом собственных и 
переносных моментов инерции самих приспособлений. 

Нити подвеса могут располагаться по образующей прямого кругло-
го цилиндра, т.е. параллельно (цилиндрическая система), или по обра-
зующим прямого усеченного конуса при любом положении его основа-
ний по отношению к телу (коническая система). Коническая схема ника-
кими принципиальными преимуществами не обладает и пересчетом 
приводится к цилиндрической системе.  
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Поэтому для целей данного исследования рассмотрим простей-
шую бифилярную цилиндрическую систему подвеса СДПМ на верти-
кальных нитях одинаковой длины. Центр масс (ЦМ) СДПМ помещают 
посредине между нитями подвеса (т.е. добиваются совпадения верти-
кальной оси NN  подвеса с одной из осей связанной системы координат 
OXYZ ), а затем поворотом на угол   вводят СДПМ в состояние кру-
тильных колебаний (рис. 1). 
 

 
Рисунок 1 – Схема подвеса СДПМ при экспериментальном  

определении моментов инерции методом крутильных колебаний 
 

Если углы поворота малые (  не больше 5…6  ), нити подвеса не-
растяжимы и не обладают собственной жесткостью, то эксперименталь-
но определенный МИ тела относительно одной из осей связанной си-
стемы координат OXYZ  [2, 6] 
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где m  – масса тела; g  – ускорение свободного падения на высоте про-

ведения эксперимента; jT  – период колебаний относительно одной из 

осей OX , OY  или OZ  (что для j  соответствует x , y  или z ); jr  – рас-

стояние между нитью подвеса и вертикальной осью OX , OY  или OZ  
(половина расстояния между нитями подвеса); нитj  – длина нити под-

веса. 
Основной недостаток формулы (1) – неучет изгибной и крутильной 

жесткостей нитей, которые при подвешивании тяжелых тел приходится 
делать из тросов, канатов и стержней с шарнирами, т.е. достаточно 
мощными. Этот недостаток устраним путем использования соответству-
ющих формул.  

Учет же всех факторов, влияющих на физическую картину (а, сле-
довательно, и на получаемые результаты) при экспериментальном 
определении МИ, очень сложен. Основной метод выявления их роли и 
получения соответствующих поправочных коэффициентов состоит в 
проведении экспериментов с объектами, МИ которых заранее известны.  

Обычно такими объектами являются тела относительно простой 
формы (например, балки и брусы круглого или прямоугольного попереч-
ного сечения). Однако не всегда их использование гарантирует получе-
ние достоверных результатов, поскольку при этом не учитываются осо-
бенности внешней формы тела и наличие воздуха, движущегося с телом 
при совершении им крутильных колебаний, т.е. присоединенной массы 
воздуха.  

Влияние присоединенной массы воздуха на МИ, как правило, не-
большое, но может достигать и 25 процентов от экспериментально 
определенного МИ для ЛА с низкой удельной нагрузкой на крыло [7–10]. 

Учитывая МИ от присоединенной массы воздуха пjI  при экспери-

ментальном определении МИ тела относительно одной из осей связан-
ной системы координат OXYZ , в результате косвенных измерений 
можно найти скорректированный МИ тела 

пj
э
j

изм
j III - .                                            (2) 

В МИ от присоединенной массы воздуха пjI  относительно любой из 

осей связанной системы координат OXYZ  СДПМ свой вклад вносят 
присоединенные массы воздуха к элементам планера. Если ограничить-
ся лишь основными элементами планера, то в общем случае 

фпjо.впjо.гпjкрпjпj IIIII  ,                             (3) 

где 
крпjI , 

о.гпjI , 
о.впjI , 

фпjI   –  МИ  от  присоединенной  массы  воздуха  к 



135 

крылу, горизонтальному и вертикальному оперениям, фюзеляжу соот-
ветственно. 

Считая крыло, горизонтальное и вертикальное оперения плоскими пла-
стинами, их присоединенные массы в поступательном движении можно 
определить по формуле [11] 

2
4 aп kbm


 ,                                                           (4) 

где   – плотность воздуха на высоте проведения эксперимента; ab  – средняя 

аэродинамическая хорда (крыла Ab , горизонтального о.гb  или вертикального 

о.вb  оперения);   – размах (крыла кр , горизонтального о.г  или вертикально-

го о.в  оперения); k  – коэффициент присоединенной массы воздуха, за-

висящий от относительного удлинения 
aa bbS






22

 (рис. 2); S  – 

площадь (крыла крS , горизонтального о.гS  или вертикального о.вS  оперения). 

 

 

Рисунок 2 – График зависимости коэффициента присоединенной массы k  
от относительного удлинения   для прямоугольных пластин [11] 
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МИ от присоединенной массы воздуха к крылу, горизонтальному 
или вертикальному оперению (

крпjI , 
о.гпjI  или 

о.впjI ) относительно оси, 

совпадающей с хордой агрегата в середине размаха [11], 

32

48
a

'
п bkI


 ,                                                           (5) 

где 'k  – коэффициент МИ от присоединенной массы воздуха, зависящий от 
относительного удлинения   (рис. 3). 
 

 
Рисунок 3 – График зависимости коэффициента 'k  от относительного 

удлинения   для прямоугольных пластин [11] 
 
Введение корректирующих коэффициентов D  и D , учитывающих 

эффект угла   поперечного V  и относительного сужения 
кb

b0  ( 0b  – 

длина корневой хорды, кb  – длина концевой хорды) крыла (или опере-
ния), приводит к следующей формуле [11]: 

32

48
a

'
п bkDDI 


 .                                                       (6) 

Графики зависимости коэффициента D  от угла   поперечного V  

и коэффициента D  от относительного сужения  для плоских пластин 

показаны на рис. 4 и 5. 
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Рисунок 4 – График зависимости коэффициента D  

от угла   поперечного V ; =4 [11] 
 

 
Рисунок 5 – График зависимость коэффициента D  

от относительного сужения  [11] 
 

МИ от присоединенной массы воздуха к крылу, горизонтальному 
или вертикальному оперению относительно оси, проходящей через ЦМ 



138 

площади поверхности вдоль размаха агрегата можно определить по 
формуле [8] 

23

48
a

'
п bkI


 ,                                                          (7) 

в которой для определения коэффициента 'k  следует воспользоваться 

рис. 3 и значениями 

a

a

aa b

b

b

S

b


22

 (т.е. обратными тем, что использо-

ваны в формуле (5)). 
Для определения МИ от присоединенной массы воздуха к крылу, 

горизонтальному или вертикальному оперению относительно оси па-
раллельной оси, проходящей через ЦМ площади поверхности, следует 
использовать теорему Штернера в виде формулы 

2cmII ппп
'  ,                                                            (8) 

где c  – расстояние между осью вращения и ЦМ площади поверхности.  
Например, МИ от присоединенной массы воздуха относительно 

оси, параллельной хорде плоского агрегата в середине размаха, 

2232

448
ckbbkI aa

'
п

'  



 .                                           (9) 

При вычислении присоединенной массы воздуха и МИ от ее при-
сутствия для фюзеляжа обоснованно полагают, что фюзеляж может 
быть аппроксимирован в форму эллипсоида, а значения присоединен-
ной массы и МИ, рассчитанные для эллипсоида, незначительно отлича-
ются от аналогичных значений для фюзеляжа, имеющего такую же дли-
ну и объем, как эллипсоид.  

Если фh  и фb  – средние значения высоты и ширины фюзеляжа, то 

максимальные высота и ширина эквивалентного эллипсоида равны со-

ответственно фh

6

 и фb

6

 [11].  

При малых углах колебаний и соответствующем подвесе движение 
фюзеляжа можно считать происходящим вдоль главных осей OX , OY  
или OZ .  

Формулы для расчета присоединенных масс при движении фюзеляжа 
вдоль главных осей OY  и OZ  [11] 

ффффYYп
hbkm  ;                                                  (10) 
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ффффZZп
hbkm  ,                                                 (11) 

где фYk  и фZk  – коэффициенты присоединенных масс при линейном 

движении фюзеляжа вдоль осей OY  и OZ  (рис. 6). 
 

 
Рисунок 6 – Графики зависимостей коэффициентов 

фYk  (– – –) и фZk  (–––) от удлинения эквивалентного 

эллипсоида 



6ф

ф
эл.экв b


 [11] 

 
При вращении относительно одной из главных осей OY  или OZ  

МИ от присоединенных масс воздуха фюзеляжа [11] 


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



















2

3

45

22
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ффф
'
фZаZ
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hbkI


 ,                                    (13) 

где '
фYk  и '

фZk  – коэффициенты МИ от присоединенной массы воздуха 

относительно осей OY  и OZ  соответственно (рис. 7). 
 

 
Рисунок 7 – Графики зависимостей коэффициентов  

'
фYk  (– – –) и '

фZk  (–––) от удлинения эквивалентного  

эллипсоида 



6ф

ф
эл.экв b


 [11] 

 
В соответствии с этим МИ от присоединенной массы воздуха отно-

сительно осей, параллельных главным осям фюзеляжа OY  и OZ  [11], 

  2
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 ;           (14) 
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где фYL  и фZL  – расстояние между осью вращения и ЦМ площади по-

верхности фюзеляжа сбоку и сверху соответственно.  
Теория и расчеты показывают, что при движении вдоль главной 

оси OX , а также при вращении относительно этой оси значения присо-
единенной к фюзеляжу массы воздуха и МИ этой массы сравнительно 
небольшие [11]. Поэтому их, как правило, не учитывают при вычислении 
полных МИ от присоединенной массы воздуха пjI . 

В качестве апробации рассмотрим результаты экспериментального 
определения методом крутильных колебаний на бифилярном подвесе 

МИ э
jI  и расчетных (по приведенным формулам) МИ пjI  легкого БЛА ЧиЖ-L 

(массой кг,m 510= ), СДПМ самолета ХАИ-70 (массой кгm 105 ) и 
СДПМ самолета Су-27 (массой кгm 232 ) относительно осей связанной 

системы координат OXYZ .  
Общие виды выбранных ЛА приведены на рис. 8 – 10 [12–14], а 

значения МИ э
jI  и пjI  представлены в табл. 1 – 3. 

 

Рисунок 8 – Общий вид БЛА ЧиЖ-L 
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Рисунок 9 – Общий вид СДПМ самолета ХАИ-70  

 

 
Рисунок 10 – Общий вид СДПМ самолета Су-27  

 

Таблица 1 – Моменты инерции э
jI  и пjI  БЛА ЧиЖ-L 

Ось э
jI , 2кгм  пjI , 2кгм  100

э
j

пj

I

I
, % 

OX  0,65 0,026 4 
OY  1,8 0,0116 0,64 
OZ  2,45 0,0095 0,4 
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Таблица 2 – Моменты инерции э
jI  и пjI  СДПМ ХАИ-70 

Ось э
jI , 2кгм  пjI , 2кгм  100

э
j

пj

I

I
, % 

OX  10,04 1 10 
OY  21,56 0,65 3 
OZ  28,97 0,512 1,7 

 

Таблица 3 – Моменты инерции э
jI  и пjI  СДПМ Су-27 

Ось э
jI , 2кгм  пjI , 2кгм  100

э
j

пj

I

I
, % 

OX  28,31 1,15 4 
OY  131,5 1,3 1 
OZ  157,2 0,62 0,4 

 

Исходя из данных табл. 1 – 3, можно сделать вывод о том, что для 
рассматриваемых ЛА МИ от присоединенной массы воздуха пjI  относи-

тельно оси OX  имеют существенные значения. Относительно осей OY  
или OZ  влияние присоединенной массы воздуха не так значительно, 
хотя и его необходимо учитывать при экспериментальном определении 
МИ СДПМ. 
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