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КРАЕВЫЕ ЗАДАЧИ ТЕОРИИ УПРУГОСТИ 
ДЛЯ ОРТОТРОПНОЙ ПОЛУПЛОСКОСТИ, 

ОСЛАБЛЕННОЙ ЭЛЛИПТИЧЕСКИМ ОТВЕРСТИЕМ 
 

Имеется лишь небольшое число публикаций, ориентированных на 
построение новых и развитие имеющихся аналитических методов ис-
следования задач теории упругости для многосвязных ортотропных тел. 
Это обстоятельство связано с существенными математическими труд-
ностями построения эффективных методов точной реализации гранич-
ных условий исходных краевых задач. 

Актуальность соответствующих исследований для инженерных 
применений определяется тем, что в вопросах прочности материалов и 
элементов конструкций используют в основном информацию о напря-
женно-деформированном состоянии вблизи отверстий, разрезов (тре-
щин), включений и т.д. Получение достоверной и полной информации о 
распределении напряжений в указанных локальных зонах непосред-
ственно связано с использованием аналитических методов решения 
краевых задач теории упругости. В обзорных статьях [1, 2] с достаточной 
полнотой представлена история проблемы исследования закономерно-
стей напряженного состояния в анизотропных телах. 

Предлагаемый в данной работе аналитический подход основан на 
представлении общих решений уравнений равновесия в напряжениях и 
перемещениях через две гармонические функции [3, 4] и использовании 
соотношений между базисными гармоническими функциями в декарто-
вых и эллиптических системах координат. Реализация граничных усло-
вий основных краевых задач приводит к бесконечным системам линей-
ных алгебраических уравнений второго рода с экспоненциально убыва-
ющими матричными коэффициентами, что позволяет провести эффек-
тивный анализ напряженного состояния вблизи концентраторов напря-
жений. В предельном случае, когда полуплоскость ослаблена попереч-
ным разрезом, удается получить простые асимптотические формулы 
для коэффициентов интенсивности нормальных напряжений. 

Пусть 
1
 , 

2
  (

j
 >0) – безразмерные величины, определяемые 

формулами 
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где 1 xE E , 2 yE E – модули упругости материала на растяжение 

(сжатие) в направлении осей x  и y ; 12 xyG G – модуль сдвига в плос-

кости Oxy ;   12 xy  – коэффициент Пуассона. В силу симметрии этих 



125 

формул относительно 
1
 , 

2
  имеем 
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Частные решения двумерных однородных уравнений равновесия 
ортотропных в осях x  и y  пластин представим в виде [3, 4] 

 
   
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j
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где j j j )I I (x,y  – гармонические функции переменных jx,y =
j
y ; a  – 

размерный параметр, определяемый выбором исходной криволинейной 

системы координат. Заметим, что в формулах (2) jI  и 
I

dy
x




j
j
 – сопря-

женные гармонические функции переменных jx,y . 

Положим 

+  (1) (2)
xy xy xy

= , +  (1) (2)
x x x
= , +  (1) (2)

y y y
= ; +u u u(1) (2)

x x x
= , +u u u(1) (2)

y y y
= .  (3) 

При 
1 2
    2( 4 )  представления (3) компонент тензора напряже-

ний и вектора перемещений являются общими (функции jI  линейно незави-

симы). В случае 
1 2
      2( 4 ) функции 1I , 2I  образуют линейно за-

висимую систему и тогда надо либо построить решение уравнений равно-
весия, не выражающееся линейно через уже имеющееся решение (постро-
енное с помощью гармонической функции 1I ), либо в исходной краевой за-

даче (
1 2
  ) совершить предельный переход    

2 1
. 

Пусть x,y ,  ,  – исходные декартова и эллиптическая систе-
мы координат, связанные соотношениями 

 = sh sinx a , = ch cosy a    a       ( > 0,0 < , 0 2 ) . (4) 

Уравнение =0 =const задает вытянутый вдоль оси Oy  эллипс 

x y

a a 

2 2

2 2
0 0

=
( ) ( )

+ 1
sh ch

.    (5) 

При 
1 2
   каждую из гармонических функций jI  (j=1, 2) будем 

рассматривать как функцию эллиптических координат i , i , определя-
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емых формулами 

jx = x =  j j jsh sina , jy = jy = j j jch cosa  a      j j j( >0,0 < ,0 2 ) .   (6) 

Уравнение  j = j0 =const  (j=1, 2)  задает эллипс 

x y ( y)x

a a a a



   

2 2 22
j j j

2 2 2 2
j j0 j j0 j j0 j j0

= =
( ) ( ) ( ) ( )

+ + 1
sh ch sh ch

,       (7) 

совпадающий с исходным эллипсом (5) при условии, что 
a j j0sh =a 0sh , a j j0ch = a j 0ch  (j=1, 2).   (8) 

Тогда из соотношений (4), (6), (8) следует, что на границах =0 , 

 j = j0  эллиптических областей   0<0 ,   j j00 ; 0  < < , 

 j0  j< <  выполняются равенства 

1=2= .      (9) 

Коэффициенты Ляме эллиптических систем координат  , , 

 j j,  имеют вид 

H = H =ah , h =  2 2ch - cos ; jH = jH = j ja h , jh =  2 2
j j-ch cos , 

а направляющие косинусы единичных внешних нормалей , 

 к границам (5), (7) эллиптических областей 0  < < , 

 j0  j< <  определяются формулами 

n
 0

x
0

ch sin
-=

h
, n

 0
y

0

sh cos
=-   

h
; n

 


j0 j( j)

x
j j0

ch sin
-=

h
, n

 j0 j( j)
y

j0

sh cos
=-

h
; 

(10) 

0h =  2 2
0ch - cos , j0h = ( ) +    1 2 2 2 2

j j0 j j0 jshch sin cos . 

Из равенств (8), (9) следует, что на граничных линиях =0 , 

 j = j0  выполняются соотношения 

1 10a h = 2 20a h = 0ah , ( j)
xn = xn , ( j)

yn = yn  (j=1, 2).  (11) 

Если на контуре (границе) пластины задан вектор сил 

, то его проекции на оси декартовой системы координат 

выражаются формулами x x x xy y= + F n n , y xy x y y= + F n n . Найдем 

проекции ( j)
xF = ( j) ( j) ( j) ( j)

x x xy y+n n , ( j)
yF = ( j) ( j) ( j) ( j)

xy x y y+n n  векторов сил 

 на границах  j = j0 , соответствующие частным реше-

ниям (1). Используя равенства 



127 

I Ia
a h

 
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  
 

 
     

j j(j)
j jj jxy 2

j jjj

= - -sh cos ch sin , 

I Ia

a h

 
 
  
 

      
j jj(j)

j j j jx 2
j jjj

= - +ch sin sh cos , 

  -2(j) (j)
y xj= - ; + h    2 2 2 2 2

jj j j jshch sin cos , 

на основании (3), (8) - (11) получаем простые формулы 

F
 

( j)
x

j j0
=

I

h
 




j

0 j
j j0

1 , F
 

( j)
y

j j0
=

I

h
 




j

j 0 j
j j0

1- ; (12) 

F F F       
(1) (2)

x x x0 1 10 2 20
+= , F F F

       
(1) (2)

y y y
0 1 10 2 20

+= .    (13) 

В предельном случае, когда 0 =0  ( j0 =0 ), эллипсы =0 ,  j = j0  

вырождаются в один и тот же разрез = 0x , ay  , причем 

aj =j a , h0 = sin .     (14) 

Базисные гармонические функции в координатных системах 
x ,yj j , , j j  связаны между собой соотношениями 

y j
j n j j j j

n 1

-n - y1j j
j n j j j j

0

e sin x 2 I (a )shn sinn (0 ),

e sinn n I (a )e sin x d (y > a ; n 1,2,...);




 


        



       





    (15) 

y j
j 0 j n j j j j

n 1

-n - y1j j
j n j j j j

0

e cos x I (a ) 2 I (a )chn cosn (0 ),

e cosn n I (a )e cos x d (y > a ; n 1,2,...),




 


          



       





 (16) 

где I (z )  – модифицированная функция Бесселя; (j=1, 2). 

Метод получения такого рода соотношений между базисными гар-
моническими функциями, рассматриваемыми в разных координатных 
системах, изложен в работе [5]. 

Разложения (15), (16) в сочетании с методом Фурье и представле-
ниями (1)-(3), (12), (13) позволяют точно удовлетворить граничным усло-
виям основных краевых задач для ортотропной полуплоскости 
-< x < , -<y <h (h>a ), ослабленной эллиптическим отверсти-
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ем0 <0 , в частности разрезом (трещиной) =0   ( = 0x ,-a y a  ). 
В качестве приложения приведенных общих результатов рассмот-

рим первую основную краевую задачу для полубесконечной ортотроп-
ной пластины -< x < , -<y <h (h>a ), ослабленной поперечным 
разрезом = 0x  ,-a y a   (рис. 1). Пусть берега этого разреза растяги-
ваются равномерно распределенными нормальными усилиями интен-
сивности 0 =const (0 >0), а граничная линия y =h свободна от внеш-
них усилий. В силу симметрии задачи по координате x  достаточно удо-
влетворить граничным условиям 

F  x 00
= , F y 0

= 0  (0< ); y y=h
=0 , xy y=h

=0   (0x < ),   (17) 

а гармонические функции jI  (j=1, 2) выбрать в виде суммы 

   


     

n y( j) j j
j n j j j j

n 1 0

I = A e sinn B ( )e sin x d (x =x ).          (18) 

 
Геометрия пластины 

Используя теперь представления (1), (3), (12), (13) и равенства (9), 
(14), на основании (15), (17), (18) имеем следующие связи между коэф-

фициентами A( j)
n  и плотностями jB ( ) : 

(1) (2)
n n

1 2
0

A A
 

 
          

1(1) (2)
n n

2
-A A
 

  
; 

(1) (2)
n n1 2n n 1 2 n 1 0 n

0

-=2 [B ( )I ( ) B ( )I ( )]d g ;g= ,g =0 (n=2,3,...);A A a a


           

       


      h h - h - h(1) (2)1 2 1 2

k1 2 1 k 2k k
k 1

[B ( )e +B ( )e ]= k[ I ( )e + I ( )e ];A a A a  

h h - h - h(1) (2)1 2 1 2
2 1 1 2 2 k 1 1 k 2k k

k 1
-[ B ( )e + B ( )e ]= k[ I ( )e + I ( )e ].A a A a
       


            
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Исключая здесь (1)
nA , 1B ( ) , 2B ( )  и полагая 

 

 

2(2) 0
n n

1 2-
A x , для 

нахождения величин nx  получаем бесконечную систему линейных ал-

гебраических уравнений 

n nk k n
k 1

= d + g (n 1,2,...);x x



     (19) 

(11) (22) (12) (21)
nk 1 2 1 2 1 2nk nk nk nk2

1 2

2k
d = {( + )[ S + S ] -2 [S +S ] },

( - )
     

 
 

         
-( + )h(ij) 1 i j

n i k j 1 nnk
0

S = e I ( )I ( )d ; g =1, g =0 (n 2,3,...).a a  

На основании неравенства Коши-Буняковского для функций 
1- - h2(i) i

nn i 2
( )= e I ( ) L (0, )f a      , 

1- - h(j) j2
k k j 2

( )= e I ( ) L (0, )f a
 

      

имеем 
2 22 (i) (j)(j)(i)

n kn k
( , )f f f f ,  

2 2(i) (i)
nn

0
= [ ( )] d =f f


 
2-2h-1
n

0
e I ( )da

    , 

2 2(j) (j)
k k

0
= [ ( )] d =f f


 
2-2h-1
k

0
e I ( )da

    . 

С учетом значений интегралов [6] 
a

2 1 p 2 2
/22 2

0 0

I ( )
d = I ( ), e I ( )d = ( )

22

cx cacx c p p c
a x


   

 


    
   

получаем последовательно 


  


a

2 2n
n 2 2

0

I (2 )2
I ( )= d

x
a x

a x
, 

2(i)
n =f

a

2 2
0

2 dx

a x 
 1 2h

2n
0

e I (2 )d =x


      

   


    
 

2n 2n 2na 1

2n 2n2 2 22 2 22 20 0

1 dx d
= =

n n
1

x a t t

h h h a ta x th x

 

2n 2n 2n 21 1

2n 2 2n 22 2 2 20 0

< d d
n( ) 1 n( ) 1

a t a t
t t =

t th hh a h a


     
   

2n 2n

2n 2n2 2 2
= = 1

4n( ) 4n(1 )1

a a
=

hh h a

    
    

; 

(i)
n <f

n

n212 n(1 )



 
, 

(j)
k <f

k

k212 k(1 )



 
; 
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 
n+k

(i) (j)(ij) (j)(i)
n n knk k n+k2

S = , < (0 < <1).
( )1-14 nk +

f f f f


 


            (20) 

Поскольку последовательность n{g } 2, а из оценки (20) следует, 

что 2
nk

n,k 1
d <




  (0 < <1) , то почти для всех значений (0,1)  решение 

бесконечной системы (19) в гильбертовом пространстве числовых по-
следовательностей  2 существует, единственно и может быть найдено 
методом редукции. 

Используя значения интеграла [6] 
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( z( )– гамма-функция, z  F( , ; ; ) – гипергеометрическая функция 
Гаусса) и равенства [7] 
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Рассмотрим теперь вопрос о поведении нормальных напряжений 
вблизи концов разреза =0   ( = 0x ,-a y a  ) и вычислении соответ-
ствующих коэффициентов интенсивности. Используя представления (1), 
(3), (18) и учитывая, что 1=2 =  при =0 ( = 0,x y a ), =  

( = < -0,x y a ),после некоторых простых операций получаем асимптоти-
ческие разложения 
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и формулы для вычисления коэффициентов интенсивности нормальных 
напряжений 
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Оценка (20) гарантирует сходимость рядов в формулах (21). 
Решая бесконечную систему (19) методом малого параметра и 

ограничиваясь при этом членами до порядка 6O( ) , для величин nx  и 
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В заключение отметим, что разложения (16) позволяют реализо-
вать антисимметричный вариант задачи, а в общем случае разбиение 
исходной краевой задачи на симметричную и антисимметричную по ко-
ординате x  дает возможность исследовать ее при произвольных гра-
ничных условиях на берегах разрезов. 
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