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КРИТЕРІЇ ПОДІБНОСТІ ВИХРОВИХ СИСТЕМ  
ЛІТАЛЬНИХ АПАРАТІВ СХЕМИ «ТАНДЕМ» 

 
Вступ 

 
Визначення аеродинамічних характеристик (АХ), у тому числі індук-

тивного опору, літального апарата (ЛА) схеми «тандем» значно складні-
ше за літальний апарат традиційної схеми, для якого теорію крила кінце-
вого розмаху розроблено детально [1]. Внаслідок взаємодії вихрових си-
стем переднього та заднього крил з'являється так званий опір взаємоін-
дукції, який визначається наближеними методами, наприклад Прандтля 
[2; 3]. 

З початку століття метод Прандтля вдосконалили [4], але недолі-
ками різних аналітичних методів залишаються: 

1) використання гіпотези П-подібних кінцевих вихорів (яка є випра-
вданою для традиційної схеми ЛА), від яких реальні вихори значно відрі-
зняються за формою внаслідок взаємодії між собою, що показано у візу-
альних випробуваннях в аеродинамічній трубі [5]. Наприклад, при близь-
корозташованих кінцевих вихорах переднього та заднього крил перший 
помітно відштовхується до площини симетрії, а другий, як мінімум, не 
наближається до неї (рис. 1, 2). Урахуванням взаємодії вихорів можна 
пояснити зміну аеродинамічних характеристик моделі ЛА при різних поз-
довжніх рознесеннях крил та різних кутах поперечного V [6]; 

2) крім того, якщо вихор переднього крила проходить близько до 
поверхні заднього крила, то на ньому виникає розрідження, яке складно 
врахувати аналітично.  

 
Постановка задачі 

 
У зв'язку з недоліками аналітичних методів було запропоновано но-

вий підхід до визначення аеродинамічних характеристик ЛА схеми «тан-
дем» з визначенням положення вихрової системи (рис. 3). 
Аналітичне визначення положення вихрів з урахуванням їхньої взаємодії 
є складною задачею. Теоретично однонаправлені (наприклад, за годин-
никовою стрілкою) вихори відштовхуються (рис. 4), а різнонаправлені – 
притягуються. Однак усередині реальних вихорів у в'язкому середовищі 
утворюється розрідження, яке прагне притягнути як одно-, так і різнонап-
равлені вихори. Врахувати даний ефект теоретично складно, а розраху-
нок числовими методами потребує збільшення розмірності сітки не лише 
в області примежового шару, але й в області розташування вільних ви-
хорів, що значно підвищує вимоги до обчислювальних потужностей. 
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Рисунок 1 – Вихрова система моделі ЛА традиційної схеми («моноплан») 
 

 
 

Рисунок 2 – Вихрова система моделі ЛА схеми «тандем» 
 

 
 

Рисунок 3 – Блок-схема визначення АХ ЛА схеми «тандем» 
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Тому доцільно спиратись на експериментальні дані та застосовува-

ти їх інтерполяцію за умов подібності вихрових систем. 
Отже, мета поданої роботи – визначення критеріїв подібності ви-

хрових систем літальних апаратів схеми «тандем». 
 

  dY / dl ρV Г . 
 

 
Рисунок 4 – Взаємодія одно- та різнонаправлених вихорів 

 
Результати аналітичних досліджень 

 
Вихрові системи літальних апаратів схеми «тандем» характеризу-

ються інтенсивністю вихорів переднього та заднього крил (Г1 і Г2 відпові-
дно) та їх взаємним розташуванням – дистанціями x, y, z (рис. 5). Оскіль-
ки вихори мають складну нелінійну форму, то ці відстані неможливо ви-
значити апріорі, тому замість абсолютних відстаней використовуються 
інтервали x´, y´, z´, які були б між прямолінійними вихорами, тобто відс-
тані між кінцями крил (початками вихорів) по трьох координатах.  

Візуальні дослідження показують, що при близькорозташованих кі-
нцевих вихорах (які характерні для схеми «тандем») відштовхування між 
однонаправленими вихорами значно сильніше, ніж притягування між різ-
нонаправленими, адже останні при типових видовженнях крил ЛА схеми 
«тандем» розташовані на помітно більшій відстані. Дійсно, кінцевий ви-
хор заднього крила притягується до двох вихорів з протилежного боку 
фюзеляжу і відштовхується лише від одного вихору переднього крила, 
при цьому щонайменше не наближається до фюзеляжу (див. рис. 2). Та-
ким чином, x´ = x, а внаслідок відштовхування y´<y, z´< z.(див. рис. 5). 
Слід зазначити, що в проведених візуальних випробуваннях кут установ-
лення переднього крила на 4  менше, ніж заднього (кут деградації  4 ), 
тому передній кінцевий вихор слабший, ніж задній. У реального ЛА кут 
деградації зазвичай дорівнює 0…+ 2  задля забезпечення поздовжньої 
стійкості в широкому діапазоні кутів атаки. Тобто для реальних ЛА пе-
редній вихор буде ще інтенсивнішим, а задній вихор буде ще сильніше 
відштовхуватись від площини симетрії ЛА.  
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Рисунок 5 – Позначення характерних геометричних параметрів  
 
Надалі розглядається насамперед взаємодія між однонаправлени-

ми кінцевими вихорами (з одного боку фюзеляжу).   
Розглянемо подібність вихрових систем моделі (індекс «м») та 

натури (індекс «н»). 
Як відомо, два явища є повністю фізично подібними, якщо спостері-

гаються геометрична, кінематична та динамічна подібності [7].  
Геометрична подібність вихрових систем двох ЛА полягає у про-

порційності відстаней x : y : z (або x´: y´: z´) на моделі та натурі: 
xм : yм : zм = xн : yн : zн   (xм´ : yм´ : zм´ = xн´ : yн´ : zн´)  

або 
  

     
  

н н н н н н
l

м м м м м м

x y z x y z
λ

х y z х y z
, 

де lλ   лінійний масштаб. 

Відношення y до z визначає напрям взаємодії між вихорами, а ве-

личина  r y z2 2
0  – силу цієї взаємодії. Винесення крила x (наскіль-

ки передній вихор довший за задній) також впливає на напрям і силу 
взаємодії – чим більше значення x, тим менше вплив переднього приєд-
наного вихору, більше вплив вільного переднього вихору на задній і ме-
нше заднього на передній; крім того, при збільшенні параметра x перед-
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ній вихор стягується до площини симетрії внаслідок взаємодії з протиле-
жно направленим вихором з іншого боку. Таким чином, зростання вине-
сення крила x призводить до збільшення відстані z, якщо розмах задньо-
го крила більший (див. рис. 5), і до зменшення – якщо розмах заднього 
крила менший за розмах переднього. 

В строгій постановці задачі потрібно враховувати також відстані до 
протилежно направлених вихорів l , тобто має виконуватись пропорцій-
ність x : y : z : l . 

Для ізольованого крила з еліптичним розподілом циркуляції за роз-
махом теоретично відомо [8]: 

  із
π

l l , l1 10 785
4

. 

Для трапецієподібного ізольованого переднього крила зі звуженням 
η  можна наближено записати [9] 

  із
,

l l ( , )
η1

0 25
0 64 . 

З урахуванням впливу фюзеляжу [8] отримаємо 

d кр

,
l l ( , )k d

η
   1

0 25
0 64 , 

де крd   діаметр фюзеляжу в місці стику з крилом, dk   поправковий ко-

ефіцієнт, який визначається залежно від відношення крd / l1 за табли-

цею: 

крd / l1 0 0,1 0,2 0,3 0,4 0,5 0,6 0,7 0,8 0,9 1,0 

dk  1,0 0,980 0,970 0,968 0,9680,970 0,972 0,980 0,985 0,995 1,0 

 
Кінематична подібність, тобто постійність співвідношень швидкос-

тей у відповідних точках і однаковість направлень векторів швидкостей, 
спостерігатиметься за умови геометричної подібності та пропорційності 
індукованих вихорами швидкостей. Дані швидкості в деякій точці А за 
формулою Біо-Савара дорівнюють [7]: 

Г
dV sinθdL

πr


24
, 

де r  відстань від точки А до елемента вихору довжиною dL; θ   кут між 

відрізками r і dL; y

η
Г c Vb

1,285η 0,5



  циркуляція кінцевого вихору 

трапецієподібного крила [9]; b S / l   середня геометрична хорда кри-
ла. 

Співвідношення швидкостей, індукованих одним вихором, для на-
тури і моделі (масштаб швидкостей) дорівнює: 



69 

 
 

y н н н y н y нн н м н l l
V V l V

м м м y м м м y м y мн l l

c V b c cdV Г r dL λ λ
λ λ λ λ

dV Г dL c V b c cr λ λ
    

2
1 1 1 1 11 1

2 2 2
1 1 1 1 1 1 1

1

1
, 

тобто співвідношення має місце при Y н Y мС С1 1 . 

Для схеми «тандем» співвідношення швидкостей індукованих дво-
ма вихорами дорівнюють: 

н н н н

н н н н
V

м м м мм м

м м

y н н н н y н н н н

н н

y м м м м y м м м м

м м

y н V

Г sinθ dL Г sinθ dL

dV dV πr πr
λ

Г sinθ dL Г sinθ dLdV dV
πr πr

c V b sinθ dL c V b sinθ dL

r r
c V b sinθ dL c V b sinθ dL

r r

c λ




  
 


 





1 1 1 2 2 2
2 2

1 2 1 2

1 1 1 2 2 21 2
2 2

1 2

1 1 1 1 1 2 2 2 2 2
2 2

1 2

1 1 1 1 1 2 2 2 2 2
2 2

1 2

1

4 4

4 4

м м м y н V м м м

м м

y м м м м y м м м м

м м

V b sinθ dL c λ V b sinθ dL

r r
c V b sinθ dL c V b sinθ dL

r r





1 1 1 1 2 2 2 2 2
2 2

1 2

1 1 1 1 1 2 2 2 2 2
2 2

1 2
 

Скоротивши обидві частини рівняння на Vλ  і позначивши 

м м м

м

V b sinθ dL
A

r
 1 1 1 1

1 2
1

 і м м м

м

V b sinθ dL
A

r
 2 2 2 2

2 2
2

, одержимо 

y н y н

y м y м

c A c A

c A c A





1 1 2 2

1 1 2 2

1. 

 

Очевидно, це співвідношення виконується при 
y н y н

cy
y м y м

c c
λ

c c
 1 2

1 2

, 

тобто при постійності параметра 
y н y м

y н y м

c c

c c
1 1

2 2

. 

При цьому відношення швидкостей, індукованих вихорами, дорів-
нює відношенню швидкостей набігаючого потоку:  

н н н
V V

м м м

dV dV V
λ λ

dV dV V


  


1 2

1 2

, 
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тобто параметр Vλ  є вільним для натури і моделі. 

Таким чином, при збереженні геометричної подібності (пропорційні 
відстані та рівні кути) кінематична подібність вихрових систем ЛА схеми 
«тандем» забезпечується пропорційністю коефіцієнтів піднімальних сил 
переднього та заднього крил yс 1: yс 2 . 

Треба зазначити, що для схеми «тандем» коефіцієнт піднімальної 
сили заднього крила yс 2  залежить також від коефіцієнта yс 1 переднього 

крила та відносного розташування крил. Тобто, нехтуючи впливом зад-
нього крила на переднє [10], для останнього можна записати як для ізо-
льованого [7]: 

α
y пр

y α
y пр

еф

c
с (α α )

c

πe λ

 



1
1 01

1

1 1

1

, 

де α
y прc 1  похідна від коефіцієнта піднімальної сили для профілю пе-

реднього крила, тобто для крила нескінченного видовження. 
Для заднього крила потрібно враховувати середній кут скосу потоку 

за переднім крилом ск серα  і кут установлення відносно переднього 

крила (кут деградації , зазвичай, нульовий або від'ємний): 
α
y пр

y ск серα
y пр

еф

c
c (α α α )

c

πe λ

     



2
2 02

2

2 2

1

 

Наближена залежність кута скосу має вигляд [10] 

y
ск сер

еф

с
α ,

πe λ
  1

1 1

1 6 . 

Тоді  
α α
y пр y пр

α
y пр еф еф

y α α α
y пр y пр y пр

еф еф еф

c c
, , α

c πe λ πe λ
c α α

c c c

πe λ πe λ πe λ

 
 

      
   
  

1 1
01

2 1 1 1 1
2 02

2 1 1

2 2 1 1 1 1

1 0 6 1 6

1 1 1

. 

Зазначимо, що отриманий вираз не залежить від винесення крила 
або вертикального інтервалу, тобто повна геометрична подібність літа-
льного апарата не є обов'язковою вимогою. 
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Точніша залежність може бути отримана шляхом інтегрування за 
розмахом заднього крила кута скосу, розрахованого за формулами Біо-
Савара для приєднаного та вільних вихорів переднього крила. 

Для динамічної подібності, тобто подібності сил, необхідною умо-
вою є геометрична подібність, а також пропорційність сил. Розглянемо 
сили взаємодії між вихорами (див. рис. 5). Швидкості V12  , індуковані на-

півнескінченним вихором 1 в точці початку вихору 2, створюють силу на 
одиницю довжини [7] 

н н н нdY / dl ρ V Г12 12 2 , 

де н
н н

н

Г
V ( cosθ )

πr
 1

12
0

1
4

; 

н
н м

н н н

х
cosθ cosθ

х y z


 

   2 2 2
; 

н н н l мr y z λ r   2 2
0 0 . 

Для моделі формули аналогічні при заміні індексу «н» на «м». 
Тоді масштаб сил взаємодії вихорів для натури та моделі дорівнює: 

н н
н н

нн н н н н н
P l

м мм м м м м м
м м

м

y н н н y н н н y н м м l Vl н н н
ρ ρ

l м м м y м м м y м м м y м м м

y н м м l

Г ( cosθ )
ρ Г

πrY dY ρ V Г dl
λ λ

Г ( cosθ )Y dY ρ V Г dl ρ Г
πr

с V b с V b с V b λ λλ ρ Г Г
λ λ

λ ρ Г Г с V b с V b с V b

с V b λ



    


   



1
2

012 12 12 2

112 12 12 2
2

0

1 1 1 2 2 2 1 1 11 2

1 2 1 1 1 2 2 2 1 1 1

2 2 2

1

4
1

4

V y н y н 2 2
ρ l V ρ сy l V

y м м м y м y м

λ с с
λ λ λ λ λ λ λ ,

с V b с с
 1 2 2 2 2

2 2 2 1 2

 

 
де ρ н мλ ρ /ρ   масштаб густин. 

Для сили дії вихору 2 на вихор 1 вираз записується так: 

н н н нY ρ V Г21 21 1 ; 

н
н н

н

Г
V ( cosθ )

πr
 2

21
0

1
4

. 

Тобто запис масштабу сил Pλ  є аналогічним: 
2

P ρ сy l Vλ λ λ λ λ а 2 2 . 

Якщо зміною густини можна знехтувати, то одержимо 
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2
P сy l Vλ λ λ λ 2 2 . 

Отже, за умови виконання геометричної ( lλ ) та кінематичної ( сyλ ) 

подібностей має місце динамічна подібність вихрових систем із відомим 
(при відомому Vλ ) масштабом сил. 

 
Висновки 

 
У поданій роботі визначено критерії подібності вихрових систем для 

літальних апаратів схеми «тандем». Отже, порівнювати результати ви-
значення індуктивного опору аналітичними, числовими та експеримента-
льними методами можна при виконанні даних критеріїв за відсутності 
повної геометричної та динамічної подібностей між літальними апарата-
ми або їх моделями. 

Розроблена математична модель базується на припущенні, що ге-
ометрія вихрової системи повністю задається інтенсивностями Г1 і Г2 ви-
хорів, інтервалами x´, y´, z´ між початками однаково направлених вихорів 
(з одного боку фюзеляжу) та, меншою мірою, розмахом крила (інтерва-
лом l  між початками протилежно направлених вихорів).  

Дотримання динамічної подібності обумовлено чотирма незалеж-

ними параметрами 
x x x

, ,
y z l

  
  

 і 
y

y

с

c
1

2

 (параметр yc 2  хоча і залежить від 

yc 1, може варіюватись параметром кута установлення). На практиці це 

означає необхідність проведення повного факторного експерименту і 
щонайменше 34=81 випробуванням для встановлення впливу вхідних 
параметрів і побудови кривих інтерполяції.  

Окрім подібності вихрових систем, для ЛА схеми «тандем», як і для 
традиційної схеми, має враховуватись вплив чисел Рейнольдса, Маха та 
початкового ступеня турбулентності потоку (вплив останнього фактора 
на ЛА схеми «тандем» показано в [11]). 
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