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СТАЦИОНАРНАЯ ЗАДАЧА ТЕПЛОПРОВОДНОСТИ В ТРЕХМЕРНОЙ 
ПОСТАНОВКЕ ДЛЯ МНОГОСЛОЙНЫХ ПЛАСТИН СЛОЖНОЙ ФОРМЫ 

 
Анализ литературных источников показывает, что достаточно пол-

но изучены вопросы теплопроводности многослойных пластин, имеющих 
каноническую форму в плане, на наружных поверхностях которых осу-
ществляется конвективный теплообмен [1, 2]. Для пластин неканониче-
ской формы в основном применяются метод конечного элемента (МКЭ) 
и R-функции [3, 4]. Как правило, внутренние источники тепла в рассмат-
риваемых объектах отсутствуют. 

Поэтому развитие методов расчета температурных полей в много-
слойных пластинах, имеющих сложную форму в плане, при конвектив-
ном теплообмене на наружных поверхностях и наличии распределенных 
пленочных межслойных источников тепла представляет собой актуаль-
ную задачу. 

В публикациях [5 – 7] подобные задачи решены на основе двух-
мерной теории. В данной работе предлагается подход, в основе которо-
го лежит трехмерная теория. 

Рассматривается многослойная пластина, собранная из I  слоев 
постоянной толщины ih , отнесенная к декартовой системе координат, 
которая связана с наружной поверхностью первого слоя (рис. 1).  

На координатной плоскости пластина занимает область  , огра-
ниченную контуром )s(xx:L L  , )s(yyL  . На внешних IS,S0  и бо-
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теплообмен. 

 
 

Рисунок 1 – Многослойная пластина 
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Распределение температуры в слоях пластины определяется: 
– уравнением 
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, jh  – толщина j-го слоя; iT  - тем-

пература i-го слоя; iQ  – внутренний источник тепла i-го слоя; ik  – ко-
эффициент теплопроводности материала i-го слоя; 

– граничными условиями на боковой поверхности 
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где i
LT  – температура на боковой поверхности i-го слоя; i

LH  – коэффи-
циент конвективного теплообмена на боковой поверхности i-го слоя; 

– условиями конвективного теплообмена на верхней и нижней 
поверхностях пластины 
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где 1
T  и IT  – температура среды на границе с первым и I-м слоем; 

1H  и IH  – коэффициенты конвективного теплообмена на наружной и 
внутренней поверхностях пакета соответственно. 

Условия равенства потоков тепла и температур на границах кон-
такта соседних слоев с учетом возможных тепловых воздействий на по-
верхностях слоев запишем как 
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0
iq  – тепловой поток, возникающий от действия пленочного источника 

тепла, расположенного на границе контакта соседних слоев. 
Производные искомой функции по поперечной координате z, вхо-

дящие в уравнения (1), а также условия (3) и (4), заменим их конечно-
разностным представлением. Для этого используем симметричные раз-
ности [8] 
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  – шаг сетки; 1ir  – количество узлов в i-м слое; i

rT  – зна-

чение искомой функции в r -м узле i-го слоя. 
В результате система уравнений (1) принимает вид 
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Условия конвективного теплообмена на верхней и нижней поверх-
ностях пластины (3) и условия на границе контакта соседних слоев (4) 
имеет вид 
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Условия (6) и (7) позволяют исключить из системы (5) значения ис-
комых функций в узловых точках с номерами 1r  и 1 irr  в i-м 

слое ( I,i 1 ), а также с номерами 0r  (во всех слоях, кроме 1-го). 
В результате получаем систему уравнений вида 

   QBT CA  .     (8) 

Для решения системы (8) применяют подход, аналогичный методу 
упругого погружения [9]. Исходная многослойная пластина произвольной 
формы в плане погружается во вспомогательную охватывающую много-
слойную пластину с той же композицией слоев. Форма охватывающей 
пластины выбирается таким образом, чтобы можно было получить про-
стое аналитическое решение. В настоящей работе роль охватывающей 
пластины выполняет прямоугольная пластина с нулевыми условиями на 
контуре (рис. 2). 
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Рисунок 2 – Вспомогательная пластина 
 

Условия конвективного теплообмена на верхней и нижней поверх-
ностях вспомогательной пластины совпадают с условиями теплообмена 
на поверхностях исходной пластины. Чтобы обеспечить выполнение ре-
альных граничных условий, к вспомогательной пластине в каждой узло-
вой точке по толщине, вдоль следа границы L , прилагаются дополни-

тельные компенсирующие источники  y,xqкомп
ir ,   Ly,x  , которые 

входят в систему уравнений теплопроводности (8) в виде 
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где  LL yy,xx   – двухмерная -функция Дирака; s* – длина конту-

ра L . 
Удовлетворение граничным условиям на следе контура L  приво-

дит к системе интегральных уравнений для определения распределений 
компенсирующих источников 

   Ly,x,y,xкомпL  0qTB .    (9) 

Далее  y,xT i
r  и  y,xqi

r  разлагаются в тригонометрические ряды 
по функциям, удовлетворяющим граничным условиям на границе охва-
тывающей прямоугольной пластины, 
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где А и В – длины сторон охватывающей прямоугольной пластины. 

Кроме того, функции i
rT  и i

rq , входящие в граничные условия ис-

ходной пластины, разлагаются в ряд вдоль следа контура L  [10-12] 
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В результате преобразований система интегральных уравнений (9) 
сводится к системе линейных алгебраических уравнений относительно 
коэффициентов разложения в ряд функций компенсирующих источников 

i
rq . 

 
Проведено сравнение результатов расчета на основе предлагае-

мого подхода с результатами, полученными в работе [1] с помощью ме-
тода конечных элементов и на основе двухмерной теории. В этой работе 
рассмотрена квадратная пластина. 

Исходные данные: количество слоев I = 5; линейные размеры пла-
стины l1 = l2 = 0,9 м; толщина слоев h1 = 0,005 м, h2 = 0,003 м, 
h3 = 0,015 м, h4 = 0,002 м, h5 = 0,020 м.; коэффициенты теплопроводно-
сти материала слоев ki = 1,60 Вт/(мK) (i = 1, 3, 5); ki = 0,17 Вт/(мK) 
(i = 2, 4); коэффициенты конвективного теплообмена H1 = 80 Вт/(м2K), 
HI = 25 Вт/(м2K); температуры внешней среды T1

∞ = 257 K, TI
∞  = 293 K. 

На рис. 3 показано распределение температуры по толщине пяти-
слойной пластины в средней точке. 

Результаты расчета изображены сплошной линией, результаты, 
полученные методом конечных элементов – штриховой линией, на осно-
ве двухмерной теории – ромбами. 
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Рисунок 3 – Распределение температуры по толщине пятислойной 
пластины 

 
Далее, рассмотрим тепловое состояние пятислойной пластины, 

расчетная схема которой приведена на рис. 4. Расположение источника 
тепла показано на рисунке штриховой линией. 

Пластина имеет следующие геометрические и теплофизические 
характеристики: количество слоев I = 5; размеры, показанные на рис. 4, 
l1 = 0,95 м, l2 = 0,55 м, l3 = 0,89 м, l4 = 0,46 м, R1 = 0,15 м, R2 = 0,15 м, 
R3 = 0,17 м, R4 = 0,16 м; толщины слоев h1 = 0,005 м, h2 = 0,003 м, 
h3 = 0,01 м, h4 = 0,002 м, h5 = 0,012 м; коэффициенты теплопроводности 
материала слоев ki = 1,61 Вт/(мC) (i = 1, 3, 5); ki = 0,17 Вт/(мC) (i = 2, 
4); коэффициенты конвективного теплообмена H1 = 90 Вт/(м2C), 
HI = 40 Вт/(м2C); температуры внешней среды: T1

∞ = -20C, TI
∞ = 20C. 

Мощность пленочного источника тепла, расположенного между 
первым и вторым слоями: q1 = 4000 Вт/м2, а его размеры (см. рис. 4) – 
a = 1 м, b = 0,6 м. 

На контуре исходной пластины 0i
LT . 

Ниже, на рис. 4, показано распределение температур по толщине 
пластины в сечении А – А, обозначенном на расчетной схеме жирной 
штриховой линией. 

На рис. 5–7 представлены температурные поля на наружных по-
верхностях пластины и границе контакта 1-го и 2-го слоев. 

На наружной поверхности первого слоя (рис. 5) и поверхности, со-
держащей источник тепла (рис. 6), наблюдается резкое изменение тем-
пературы вблизи края области, занятой тепловыделяющей пленкой. 
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Рисунок 4 – Расчетная схема и распределение температуры 
по толщине пластины в сечении А – А 

 
Такие перепады могут приводить к значительным температурным 

напряжениям в слоях пластины. На наружной поверхности пятого слоя 
(рис. 7) температура принимает только положительные значения. 

 

 
 

Рисунок 5 – Распределение температуры на поверхности S1 
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Рисунок 6 – Распределение температуры на поверхности S2 (по-

верхность с источником тепла) 
 

 
 

Рисунок 7 – Распределение температуры на поверхности S5 

 
Разработан метод решения задач стационарной теплопроводности 

в трехмерной постановке для многослойных пластин, позволяющий опи-
сать тепловое состояние пластин неканонической формы в плане. 

Сравнение с результатами, приведенными в работе [1], подтвер-
ждает достоверность результатов, полученных на основе предлагаемого 
подхода, а расчеты, проведенные для пластины, изображенной на рис. 
4, демонстрируют возможности метода. 

Предложенный подход может быть применен при проектировании 
систем обогрева многослойного остекления различных транспортных 
средств. 
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