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УДК 624.072          С.С. Куреннов, канд. техн. наук 
 

КОЭФФИЦИЕНТ ДИНАМИЧНОСТИ НАПРЯЖЕНИЙ В СОЕДИНЕНИИ 
ПРИ ГАРМОНИЧЕСКОЙ НАГРУЗКЕ. МОДЕЛЬ ФОЛЬКЕРСЕНА 

 
Введение. В работах [1 – 3] показано, что касательные напря-

жения в клеевом соединении при мгновенно приложенной или ударной 
нагрузке могут в несколько раз превышать статические. Эксперименты 
показывают, что даже относительно небольшая скорость нагружения 
(10 м/c) кардинально влияет на напряженное состояние соединения [4]. 
Кроме того, интерес представляет исследование напряженно-
деформированного состояния соединения при пульсирующей нагрузке 
и при различных видах вибраций. Актуальность исследования в этом 
направлении обусловлена рядом причин, среди которых можно выде-
лить следующие: 

а) напряжения, обусловленные вибрациями, могут значительно 
превышать допустимые, особенно в случае возникновения резонанса 
или биений. В первую очередь это характерно для элементов конст-
рукций, работающих в условиях интенсивных периодических нагрузок, 
например лопастей винтов, в т.ч. вертолетных [5]. Кроме того, свойства 
соединения влияют на амплитудно-частотные характеристики (АЧХ) 
элементов конструкций, что необходимо учитывать при их проектиро-
вании; 

б) в ряде работ указывается на возможность постоянного кон-
троля элементов конструкций и соединений с помощью установленных 
пьезокерамических излучателей и датчиков и анализа АЧХ сигнала, 
прошедшего соединение [6], что подразумевает наличие и исследова-
ние соответствующей математической модели; 

в) исследования усталостной прочности клеевых соединений 
также требуют знания динамического напряженного состояния соеди-
нения, определить которое в большинстве случаев прямыми методами 
исследования невозможно, и для анализа результатов экспериментов 
необходимо использовать математические модели. 

В работе [7] решен ряд задач о свободных колебаниях склеен-
ных стержней, однако предложенное решение допускает лишь одина-
ковые краевые условия для обоих из них, что сужает область примене-
ния предложенной методики. В работах [8, 9] решена задача о вынуж-
денных колебаниях, однако собственные частоты колебаний системы 
не определялись и начально-краевая задача не ставилась. Такой под-
ход допустим лишь в случае высоких диссипативных свойств клея, ко-
торый полагается вязкоупругим, что также ограничивает область при-
менения предложенного решения.  

В настоящей работе клеевая прослойка полагается линейно-
упругой, и решается начально-краевая задача. Показано, что в случае 
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низких диссипативных свойств элементов соединения такой подход яв-
ляется необходимым, поскольку собственные колебания, возникающие 
в соединении, вносят существенный вклад в напряженное состояние 
соединения. Для исследования выбрана модель Фолькерсена, соглас-
но которой поперечные перемещения и повороты сечений считаются 
нулевыми. Такой подход допустим для подкрепленных конструкций, 
обладающих высокой изгибной жесткостью. В работе [10] рассмотрена 
подобная модель (с тем отличием, что 1 2, , 0l L l= ∞ = ∞ = ), для по-
строения решения использовалось интегральное преобразование Лап-
ласа. 

Постановка задачи. Рассмотрим двухслойный составной стер-
жень с длиной склейки 2L , показанный на рис. 1. 

 
Рисунок 1. – Схема соединения 

 
Толщина первого, второго и соединительного слоев соответст-

венно 1δ , 2δ  и 0δ  (рис. 1). Физический закон считаем линейным: 

 iii E ε=σ ,  ( )2 1
0

GG U Uτ = γ = −
δ

,  

где iE  и iε  - модуль упругости и деформация i -го слоя ( 21,i = ); τ  - 
напряжения в клее; G  - модуль сдвига соединительного слоя; γ  
- относительный сдвиг; iU  - перемещение i -го слоя. 

Уравнения равновесия дифференциальных элементов слоев 
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Инерционными силами в клеевой прослойке пренебрегаем, по-
скольку ее толщина, как правило, на порядок меньше толщины соеди-
няемых деталей. Если этого сделать нельзя, то в приближенном реше-
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нии можно ее массу разделить поровну между несущими слоями. 
На консольных участках колебания стержня описываются уравне-

ниями 
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x t
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∂ ∂
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где 3,4i = . 
Граничные условия задаем следующие: 
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Здесь 0ω  и 0F  – частота и амплитуда приложенной к соединению 
нагрузки. 

Начальные условия имеют вид 
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т.е. начальные перемещения и скорости отсутствуют. 
Вынужденные колебания. Одно из краевых условий является 

неоднородным. Чтобы исключить его, проведем замену переменных: 
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где функции ( )jT x  удовлетворяют краевым условиям, в т.ч. и неодно-

родному, а jw  – однородным, т.е. последнее краевое условие заменя-
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Подставляя ( ) 0sinjT x tω  в (1), получаем 
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Систему (5) решим матричным способом. Введем матрицу 
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 ( )
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Решение системы (4) имеет вид 
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где jλ  – корни уравнения ( )0det 0ω =A ; jg  – нетривиальное реше-

ние системы линейных уравнений ( )0 0jω =A g , определяемое с точ-

ностью до констант jC . 
На консольных участках решения уравнения движения (2) имеют 

вид 
 ( ) ( )3 5 0 3 6 0 3sin cosT C x C x= ω γ + ω γ , (8) 

 ( ) ( )4 7 0 4 8 0 4sin cosT C x C x= ω γ + ω γ . (9) 

В результате удовлетворения краевым условиям и условиям со-
пряжения получаем систему линейных уравнений относительно коэф-
фициентов 1 8, ...,C C : 

( ) ( )1 2 0
dT L dT L

dx dx
−

= = ; ( ) ( )3 2 0T L T L− − − = ; 

( ) ( )3 2dT L dT L
dx dx
− −
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( ) ( )1 4 0

dT L dT L
dx dx

− = ;  

( ) ( )1 4 0T L T L− = ; ( )3 1 0T L l− − = ;  
( )4 2 0

1

dT L l F
dx B
+

= . 

Собственные колебания. Перемещения при свободных колеба-
ниях ju  также ищем в виде ( )sinj ju w x t= ω . В результате подста-
новки данной формулы в (1) получаем уравнения, аналогичные (4), с 
тем отличием, что вместо частоты вынужденных колебаний 0ω  в них 
фигурирует пока неизвестная частота ω . Набор собственных частот ω  
будет определен ниже исходя из краевых условий и условий сопряже-
ния. Решение полученной системы имеет вид, аналогичный (7): 

 
( )4

1

2 1

j x
j j

j

w
c e

w
λ ω

=

⎛ ⎞
=⎜ ⎟

⎝ ⎠
∑ h , (10) 

где jc  – константы; jh  – нетривиальное решение системы линейных 

уравнений ( ) 0jω =A h  (матрица A  приведена выше, см. (6)); ( )jλ ω  – 
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корни уравнения ( )det 0ω =A . 
В свою очередь, аналогично (8), (9) 

 ( ) ( ) ( )3 5 3 6 3sin cosw c x c xω = ω γ + ω γ ; (11) 

 ( ) ( ) ( )4 7 4 8 4sin cosw c x c xω = ω γ + ω γ . (12) 

Краевые условия и условия сопряжения для собственных коле-
баний имеют вид 

( ) ( )1 20; 0
dw L dw L

dx dx
−

= = ; ( ) ( )3 2 0w L w L− − − = ; 

( ) ( )3 2 0
dw L dw L
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( ) ( )1 4 0w L w L− = ; ( )3 1 0w L l− − = ;  
( )4 2 0

dw L l
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+
= . 

Данная система однородных линейных уравнений относительно 

коэффициентов ( )1 8, ..., Tc c=c  может быть записана в матричной 
форме 
 ( ) 0ω ⋅ =M c . (13) 

Данная система имеет нетривиальное решение, если 
 ( )det 0ω =M . (14) 

Уравнение (14) имеет бесконечное число корней, которые обра-
зуют спектр собственных частот колебаний kω . Векторы c , отвечаю-
щие собственным частотам kω , определяются с точностью до произ-

вольного множителя (S ), ( )1, 2, 8,, ,..., T
k k k k kS S f f f= ⋅ = ⋅c f . 

Удовлетворение начальным условиям. Возвращаясь к (4), ис-
пользуя результаты (7) – (9) и (10) – (12), получаем перемещения 
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Под ,j kh  подразумевается ( )j kωh . 



79 

Начальные условия (3) описывают приложенную к изначально не-
подвижному и равновесному соединению синусоидальную нагрузку. 

Для поиска констант ,k kS R  используется минимальное свойство 
ряда Фурье. Т.е. константы находятся из условия минимума средне-
квадратического отклонения перемещений и скоростей в момент вре-
мени 0t =  (3). Ограничим набор частот количеством N  и составим 
функционал 
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Условия минимума функционала 
kR

∂Φ
∂

 и 
kS

∂Φ
∂

 приводят к 0kR =  

и системе линейных уравнений 
 ⋅ =W S Q , (17) 

где ( )1, ..., T
NS S=S , а элементы матриц вычисляются следующим 

образом: 
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Таким образом, решив систему (17), определяем коэффициенты 
1, ..., NS S  и можем определить перемещения слоев (15) и касательные 

напряжения в клее. 
Численный пример. Рассмотрим соединение со следующими 

параметрами: 3L =  см; 1 2 10l l= =  см; 1 2 3 4 3δ = δ = δ = δ =  мм; 

0 0,5δ =  мм; 0,5G =  ГПа; 1 70E =  ГПа; 2 200E =  ГПа; 1 2,7ρ =  г/см2, 
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2 2ρ =  г/см2. Приложена нагрузка 0 0sinF tω , где 0 1F =  Н/м. 
Первые несколько собственных частот колебаний приведены в 

таблице. 
 

Круговые частоты собственных колебаний 
1ω  2ω  3ω  4ω  5ω  6ω  

44598,2 104173 211334 280194 347635 423175 
 
Для дальнейших расчетов использовались 20N =  первых час-

тот. Рассмотрим, как изменяются напряжения в клее при изменении 
круговой частоты вынужденных колебаний 0ω  начиная от 15000 до 
350000 рад/c. В данный интервал попадают пять частот собственных 
колебаний. Как и следовало ожидать, при приближении 0ω  к частотам 
собственных колебаний, возникают биения, и максимальная амплитуда 
колебаний увеличивается. В качестве параметра исследования возь-
мем коэффициент динамичности касательных напряжений, т.е. отно-
шение максимальных динамических напряжений ( )0max , ,

t
x tτ ω  к 

статическим ( )s xτ , обусловленным статическим усилием 0F : 

( )
( )

0max , ,
t

s

x t
k

x

τ ω
=

τ
. 

Символ max
t

 означает, что максимум ищется по временной ко-

ординате. Поэтому от времени коэффициент динамичности не зависит. 
Кроме того, интерес представляет анализ собственно вынужден-

ных колебаний (10) и вызванных ими напряжений, поскольку за счет 
диссипации энергии собственные колебания со временем погасятся и 
останутся только вынужденные. Для их анализа введем коэффициент 
динамичности вынужденных колебаний 

 
( )
( ) ( ) ( ) ( )( )0

1 2
0

1 maxd
f ts s

x G
k T x T x

x x
τ

= = −
δτ τ

. 

 
Рассмотрим коэффициент динамичности на концах соединения, 

поскольку именно напряжения в клее достигают максимума. На рис. 2 
показано, как изменяются коэффициенты динамичности напряжений на 
концах соединения при изменении 0ω . 
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Рисунок 2 – Коэффициенты динамичности 

 
Как видно из приведенных графиков, коэффициент динамичности 

почти на всем указанном интервале превышает два, значительно уве-
личиваясь в окрестности резонансных частот. Как и следовало ожи-
дать, коэффициент динамичности вынужденных колебаний существен-
но меньше, т.е. собственные колебания вносят ощутимый вклад в на-
пряженное состояние соединения. 

Графики обнаруживают интересный факт. Для некоторых диапа-
зонов частот напряжения, вызванные только вынужденными колеба-
ниями, могут быть меньше аналогичных статических, т.е. 1fk < . На-
пример, на рис. 3 показаны графики статических напряжений в клее 
(пунктирная линия) и график напряжений, вызванных вынужденными 
колебаниями с круговой частотой 0ω =76681,1 рад/с. 

 

 
Рисунок 3 – Наименьшие динамические напряжения 

 

A 
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Из графика видно, что максимальные статические напряжения, 
вызванные единичным приложенным усилием, достигают около 60 Па, 
а вынужденные установившиеся колебания на этой частоте приводят к 
максимальным напряжениям менее 40 Па. Причина этого заключена в 
том, что относительные перемещения слоев на определенных часто-
тах 0ω  малы, т.е. слои совершают колебания, имея близкие по ампли-
туде перемещения, которые могут быть даже равны друг другу (в точке 
А на рис. 3). Вследствие этого в указанной точке касательные напря-
жения равны нулю. Т.е. в некоторых диапазонах частот приложенной к 
соединению нагрузки в напряжениях в клее возникают узлы и пучности, 
амплитуда в которых ниже, чем максимальные напряжения при стати-
ческой нагрузке. В других же диапазонах частот возникают биения и 
резонанс. 

Выводы 

Решена задача определения напряженно-деформированного со-
стояния соединения под действием гармонической нагрузки. Показано, 
что собственные колебания могут вносить значительный вклад в на-
пряженное состояние соединения. Кроме того, обнаружено, что в опре-
деленных диапазонах частот максимальные напряжения, обусловлен-
ные только вынужденными колебаниями (при затухании собственных), 
могут быть меньше аналогичных статических. 

Дальнейшие исследования могут быть направлены: 
- на развитие методики проектирования соединений, обеспечи-

вающих несущую способность соединения в заданном диапазоне час-
тот колебаний; 

- уточнение модели и включение в нее угла поворота сечений 
несущих слоев, т.е. изучение связанных продольно-изгибных колеба-
ний при гармонической нагрузке; 

- включение в математическую модель диссипации энергии в со-
единении путем замены упругого физического закона для несущих сло-
ев и клея на вязкоупругое поведение; 

- решение задачи о соединении с отслоениями в клее и построе-
нии методики решения обратной задачи об идентификации дефектов 
на основе анализа АЧХ. 
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