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РЕШЕНИЕ ПЕРВОЙ ОСЕСИММЕТРИЧНОЙ ТЕРМОУПРУГОЙ 
КРАЕВОЙ ЗАДАЧИ ДЛЯ СПЕЦИАЛЬНО ПРОГРЕТОГО 

ТРАНСВЕРСАЛЬНО-ИЗОТРОПНОГО ПОЛУПРОСТРАНСТВА СО 
СФЕРОИДАЛЬНОЙ ПОЛОСТЬЮ   

 
 Исследование напряженно-деформированного состояния (НДС) в 
пространственных канонических телах с усложненными физико-
механическими свойствами, в частности, с трансверсальной изотропией 
материала тела необходимо при создании моделей пористых и 
композиционных материалов, а также в расчетах на прочность при 
конструировании изделий из этих материалов. В большинстве 
опубликованных работ по этой проблеме использован метод конечных 
элементов [1, 2]. Одним из основных аналитических методов решения 
краевых задач для трансверсально-изотропных канонических тел 
является метод разделения переменных, который применялся в работах 
[3–5]. В работе [5] была предпринята попытка методом Фурье построить 
точные решения уравнений равновесия термоупругого трансверсально-
изотропного пространства со сфероидальной полостью. Однако ввиду 
того что построенная вектор-функция не является регулярной в 
рассматриваемой области, она не может считаться решением. 
Распределения напряжений в трансверсально-изотропном 
многосвязном каноническом теле без учета температурного поля 
исследовались в работе [6], в которой использовался обобщенный 
метод Фурье (ОМФ). В работе [7] при помощи ОМФ впервые построены 
общие точные решения основных осесимметричных краевых задач 
теории термоупругости для трансверсально-изотропного пространства 
со сфероидальной полостью. Полученные результаты использованы при 
решении осесимметричной краевой задачи термоупругости для 
трансверсально-изотропного пространства с абсолютно твердым и 
равномерно нагретым сфероидальным включением. 

В настоящей статье ОМФ применен к решению термоупругой 
краевых задач для трансверсально изотропного полупространства со 
сфероидальной неоднородностью. Рассмотрена задача для случая 
неподвижных границ с постоянными температурами. Проведен 
численный анализ распределения напряжений на поверхности и в 
экваториальной плоскости включения. Приведен качественный анализ 
напряжений в зависимости от геометрических параметров. 
 1. Постановка задачи. Рассмотрим первую осесимметричную 
краевую задачу теормоупругости для трансверсально-изотропного 
полупространства со сфероидальной неоднородностью. 
Предполагается, что трансверсально-изотропное полупространство, 
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имеющее внутреннюю сфероидальную границу, занимает область Ω , с 
центром неоднородности совмещено начало декартовой системы 
координат ( )321 x,x,x , а оси 3Ox , анизотропии и симметрии 
рассматриваемого тела совпадают. Исследуемая краевая задача в силу 
стационарности распадается на задачу теплопроводности с заданным 
температурным полем (1) и задачу термоупругости (2, 3, 4), то есть 
задачу решения неоднородной системы уравнений равновесия в 
перемещениях трансверсально изотропной среды 
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полупространства и полости соответственно. 
 2. Построение общего решения. Вводятся три вытянутые 
сфероидальные (сжатые сфероидальные, сферические) системы 
координат ( )ϕηξ ,, jj  ( )321 ,,j = , координаты которых связаны с 
цилиндрическими координатами такими соотношениями: 
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а функции iψ  являются регулярным решением системы:  
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можно полностью представить решение либо в сфероидальных либо в 
цилиндрических координатах. Таким образом удовлетворяя граничным 
условиям и пользуясь ортогональностью и полнотой функций Лежандра, 
а также обратным преобразованием Ханкеля, получим бесконечную 
систему алгебраических уравнений относительно )j(

na  фредгольмовость 
оператора которой исследована в [8]. 
 3. Задача о специально прогретом трансверсально-
изотропном полупространстве со сфероидальной полостью для 
случая свободных границ. Для случая свободных граничных условий 
необходимо выбрать условия (3, 4) такими: 
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 На рисунках 1, 2 приведены графики напряжений для постоянного 

соотношения полуосей вытянутого сфероида 2
2

1 =
d
d

 и для переменного 

соотношения расстояния от начала координат до границы 
полупространства к большой полуоси сфероида, а именно для таких 

соотношений 45125111
1

,.,.,.
d
h
= , графики пронумерованы в том же 

порядке. На рисунках 3, 4 приведены графики напряжений для 
постоянного соотношения расстояния от начала координат до границы 

полупространства к большой полуоси сфероида 
2
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 и для 

переменного соотношения полуосей вытянутого сфероида, а именно 

для таких соотношений 215124
2

1 .,.,,
d
d

= , графики пронумерованы в 

том же порядке. 
 

 
 

Рисунок 1 – Напряжения в экваториальной плоскости  
при фиксированных 1d , 2d  и переменном h  
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Рисунок 2 – Напряжения на поверхности включения при фиксированных 
1d , 2d  и переменном h  

 

 
Рисунок 3 – Напряжения в экваториальной плоскости  

при фиксированных 1d , h  и переменном 2d  
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Рисунок 4 – Напряжения на поверхности включения при фиксированных 

1d , h  и переменном 2d  
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