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УДК 539.3             А.И. Соловьев, канд. физ.-мат.наук, 
Ю.А. Щербакова 

 
РАВНОВЕСИЕ УПРУГОЙ КРУГОВОЙ ПЛАСТИНКИ, 
ОСЛАБЛЕННОЙ НЕЦЕНТРАЛЬНОЙ ТРЕЩИНОЙ 

 
Предлагается метод исследования краевых задач теории упругости 

для круговой пластинки с нецентральной трещиной, основанный на при-
менении соотношений между базисными решениями уравнения Ламе в 
полярных и биполярных координатах. Реализация этого метода приводит 
к бесконечным системам линейных алгебраических уравнений с точно 
вычисляющимися и экспоненциально убывающими матричными коэффи-
циентами, что позволяет провести эффективный анализ напряженно-
деформированного состояния вблизи концентраторов напряжений. 

Объектами особого внимания механики разрушения являются 
вершины трещин – места возникновения наибольшей концентрации на-
пряжений и одновременно исходные точки дальнейшего разрушения ма-
териалов. Наиболее важные параметры в линейной механике разруше-
ния – коэффициенты интенсивности напряжений, знание которых позво-
ляет изучить поведение тела с трещинами, в частности, сформулиро-
вать условия локального разрушения материала [1]. Аналитические ре-
шения плоских задач для тел с дефектами и включениями находят при-
менение не только в механике разрушения, но и в инженерных методах 
расчета на прочность пространственных тел с полостями, трещинами и 
включениями для получения приближенных и интерполяционных оце-
нок. 

Получены новые соотношения между базисными решениями урав-
нения Лапласа и векторного уравнения Ламе в полярных и биполярных 
координатах. 

Рассмотрена задача о равновесии упругой круговой пластинки, ос-
лабленной нецентральной прямолинейной трещиной (рис. 1). Разложе-
нием по малому геометрическому параметру получены асимптотические 
формулы для коэффициента интенсивности нормальных напряжений 
при двух вариантах нагружения берегов трещины. 

Пусть ,(x y) , ,(x y )1 1 , ,( )ρ ϕ1 1 , ,α β( ), ,σα( )  – декартовы, полярные 
и биполярные координаты, определяемые равенствами 

 
x = x1 , y = y - h (h > 0)1 , x cos= ρ ϕ1 1 1, y sin= ρ ϕ1 1 1; 
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Рисунок 1 – Геометрия пластинки 

 
Базисные решения уравнения Ламе 

grad div +(1-2ν)Δ =0     (1) 
( – вектор упругих перемещений, ν– коэффициент Пуассона) в поляр-
ных и биполярных координатах, обладающие симметрией по координате 
х(α), выберем в следующем виде: 

 

(3)

 
( ,  – орты декартовой системы координат;  = 3-4ν). 

Решения (2), (3) связаны между собой равенствами 
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Здесь 

m
ima 2aC ( ) = - F m +1,1+ i ;2; ;
a - ih sh a - ih

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

τ τ
πτ
1

 

( )m
2 i a aD = F m + , - i ; ; ;
a - ih a - ih

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

ττ τ 211 2  

n kk k

k= k

(-n) (b)
F(-n,b;c; z) = z

k!(c)
∑

0
 – гипергеометрический полином, 

(a) 1=0 , k(a) a(a 1)(a 2 )...(a k 1)= + + + −      (k 1,2,...).=  
При выводе разложений (4) использованы соотношения между ба-

зисными решениями уравнения Лапласа в полярных и биполярных ко-
ординатах: 
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Методика получения соотношений такого рода и их применения к 
решению скалярных краевых задач изложена в работах [2, 3]. 
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Разложения (4) в сочетании с методом Фурье специально приспо-
соблены к решению векторных краевых задач теории упругости для кру-
говой пластинки с нецентральной трещиной (разрезом) σ=±π, а также 
для кусочно-однородной пластинки m0 R≤ ≤ρ 1  с концентрическими 
круговыми линиями раздела kR=ρ 1  (k=1, 2, …, m) составляющих ее 
однородных областей и трещиной σ=±π во внутренней области 
0 R≤ ≤ρ 1 1. Сами соотношения (4) служат для удовлетворения гранич-
ных условий или условий сопряжения на окружности R=ρ 1 1 и гранич-
ных условий на берегах трещины σ=±π. 

Рассмотрим задачу о равновесии упругой круговой пластинки 
0 R≤ ≤ρ 1 , ослабленной трещиной σ=±π. Ограничимся двумя вариан-
тами нагружения: а) к берегам трещины приложены нормальные равно-
мерно распределенные усилия интенсивности σ0  (I вариант); б) в цен-
тре трещины ее берега растягиваются нормальными сосредоточенными 
силами Р. Тогда граничные условия имеют вид 

xy
y y

0; 0 ( R ); 0 ( );
a) ( ); б ) Р ( x ) ( )
ρ ρ ϕ= τ = ρ = = =±

=− =± =− =±
σ τ σ π

σ σ σ π σ δ σ π
1 1 1 1

0
   (5) 

где δ(х) – дельта-функция Дирака. 
С учетом симметрии задачи по координате х(α) общее решение 

уравнения (1) представим в виде 

=
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∞
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B

∞
∑ (2) ( )ρ ϕ1 1, .      

Удовлетворяя условиям (5) на основе общего решения (6) и соот-
ношений (4), после исключения плотностей интегралов τiA ( ), τiB ( )  

(i=1,2) и замены коэффициентов ряда ( )
nB 1 , ( )

nB 2  величинами 
(1) n ( )
n nx G a R B− − −= σ 1 1 1 1

04 , (2) n
nx G a R− − += σ 1 1 1

04  (I вариант), 
(1) n ( )
n nx GP R B− −= π 1 1 116 , (2) n

nx GP R− += π 1 116  (II вариант) 
для нахождения этих величин получаем бесконечную систему линейных 
алгебраических уравнений 
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в которой 
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Существенно, что коэффициент интенсивности нормальных напряжений 

I y =x a+
= [ (x - a) ]K lim σ

→ σ 00
2  

выражается непосредственно через решение системы (7): 
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Используя равенства [4, 5] 
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и явные выражения 
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Формулы (8) удобны для вычисления матричных коэффициентов 
( ij )
nkd  бесконечной системы (7), но не приспособлены для исследования 

свойств этой системы. Записывая выражения (9) в интегральной форме 
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используя интегральное представление [4] 
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получаем оценки 
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n k
(1) 2
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1J 1
2
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Из оценок (10) следует, что →nf 0 , 

(ij) (ij)
n nk

k=0
S = d 0 n

∞ +
→ →∞ < = <λ∑

2 2a h( , 0 1)
R

, 

т.е. бесконечная система (7) квазирегулярна при 0<λ<1 и вполне регур-
на при 0<λ≤λ0 <1 для некоторого λ0 ∈(0;1). Ограничение 0<λ<1 на воз-
можные значения параметров а, h, R естественным образом связано с 
формулировкой задачи и означает, что окружность =ρ 1 R  (граница 
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пластинки) не касается трещины σ=±π. 
Решая бесконечную систему (7) методом малого параметра и ог-

раничиваясь при этом членами до порядка λ6 , для коэффициента ин-
тенсивности нормальных напряжений получаем асимптотические фор-
мулы 

( )IK =
( ) ( ) ( )

⎡ ⎤⎛ ⎞+ + + − + +⎢ ⎥⎜ ⎟
⎝ ⎠+ + +⎣ ⎦
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2
2 4 2 4 6 8

0 2 2 2 2 3
3 5 3 15 1a 1 8 O ;

4 22 1 1 1
 

(11) 
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⎝ ⎠+ + +⎣ ⎦

ελ λ ε ε λ λ
π ε ε ε

2
2 4 2 4 6 8

2 2 2 2 3
3 1 20 1 11 10 16 O .

4a 1 2 1 1
 

 
В частном случае h=0 (ε=0) асимптотические формулы (11) сов-

падают с соответствующими формулами, приведенными в работах [6–8]. 
На рис. 2, 3 показана зависимость безразмерных коэффициентов 

интенсивности нормальных напряжений I
I
*

0

KK
a

=
σ

, I I
* aK K

P
=
π

 от 

параметра h
a=ε  при значениях λ=0; 0,5; 0,6; 0,7 ( 2 2a h Rλ= + ). Зна-

чение λ=0 соответствует неограниченной пластинке (R=∞), ослаблен-
ной трещиной σ=±π. В этом случае I

*K  IK( ) не зависит от параметра ε. 
При λ≠0, h≠0 коэффициенты I

*K  зависят от параметра h(ε), причем 

функция I I
* *K K ( )= ε  (λ=const) монотонно убывает и max I I

* *K ( ) K (0)ε =  
(случай диаметральной трещины). 

 

 
Рисунок 2 – Зависимость коэффициента интенсивности нормальных 

 напряжений от параметра ε (вариант 1) 
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Рисунок 3 – Зависимость коэффициента интенсивности нормальных 

напряжений от параметра ε (вариант 2) 
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