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УДК 539.3            А.И. Соловьев, канд. физ.-мат. наук, 
Л.И. Курпа, канд. физ.-мат. наук 

 
РАВНОВЕСИЕ УПРУГОЙ ПЛОСКОСТИ, 

ОСЛАБЛЕННОЙ КРУГОВЫМ ОТВЕРСТИЕМ 

И ДВУМЯ ПОЛУБЕСКОНЕЧНЫМИ ТРЕЩИНАМИ 

 
Предлагается метод исследования краевых задач теории упруго-

сти для плоскости с круговым отверстием и двумя прямолинейными по-
лубесконечными трещинами (разрезами) на прямой, не проходящей че-
рез центр отверстия. Этот метод основан на применении соотношений 
между базисными решениями уравнения Ламе в полярных и биполяр-
ных координатах и приводит к бесконечным системам линейных алгеб-
раических уравнений с экспоненциально убывающими матричными ко-
эффициентами, что позволяет провести эффективные асимптотический 
и численный анализы напряженно-деформированного состояния вблизи 
концентраторов напряжений. 

Объектами особого внимания механики разрушения являются вер-
шина трещины – место возникновения наибольшей концентрации на-
пряжений, и исходная точка дальнейшего разрушения материала. Наи-
более важными параметрами в линейной механике разрушения являют-
ся коэффициенты интенсивности напряжений, знание которых позволя-
ет изучить поведение тела с трещинами, в частности, сформулировать 
критерий локального разрушения материала [1]. 

Предлагаемый аналитический подход непосредственно связан с 
математической проблемой расчета ответственных авиационных и не-
сущих строительных конструкций, которые должны обладать прочност-
ной надежностью при наличии в материале исходных дефектов (трещин, 
полостей, включений и т.п.). 

Рассмотрена симметричная по одной координате задача о равно-
весии упругой плоскости, ослабленной круговым отверстием и двумя 
прямолинейными полубесконечными разрезами (рис. 1). Разложением 
по малому геометрическому параметру получена асимптотическая фор-
мула для коэффициента интенсивности нормальных напряжений. 

Пусть (х,у), (х1,у1), (ρ1,ϕ1), (α,β), (α,σ) – декартовы, полярные и би-
полярные координаты, определяемые равенствами: 

 

1x x= , 1y y h= − , 1 1 1x cos= ρ ϕ , 1 1 1y sin= ρ ϕ ; 

ash ash
x

ch cos ch cos

α α
= =

α + β α − σ
, 

asin asin
y

ch cos ch cos

β σ
= =

α + β α − σ
 

( )a 0; h 0, , ,> > −π ≤ β σ ≤ π − ∞ < α < ∞ . 

Базисные решения уравнения Ламе 
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Рисунок 1 – Геометрия области 
 

grad div +(1-2ν)∆ =0     (1) 
 

(  – вектор упругих перемещений; ν – коэффициент Пуассона) в поляр-
ных и биполярных координатах, обладающие симметрией по координате 

x( )α , выберем в форме вектор-функций 

 

 

(2)

 

        

(3)

 
 

( ,  – орты декартовой системы координат,  = 3-4ν). 

 
Решения (2), (3) связаны между собой равенствами 
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(4)

 
 

Здесь 

( ) i
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D e F 1 m,1 i ;2;

a ih a ih

τγτ  
τ = − − τ 

+ + 
, 

a ih
ln

a ih

+
γ =

−
, ( ) i

0D e τγτ = ; 

( )
i

m

ima e 2a
C F 1 m,1 i ;2;

a ih sh a ih

− τγ
 

τ = − − + τ 
+ πτ + 

    (m = 1,2,…); 

n
kk k

k 0 k

( n) (b)
F( n,b;c;z) z

k!(c)=

−
− = ∑  – гипергеометрический полином [2]; 

k
k

Г(a k) Г(1 a)
(a) ( 1) ,

Г(a) Г(1 a k)

+ −
= = −

− −
   Г(z) – гамма-функция. 

При выводе разложений (4) использованы соотношения между ба-
зисными решениями уравнения Лапласа в полярных и биполярных ко-
ординатах [3] и их линейные комбинации, обладающие симметрией по 

координате x( )α : 

( )( )

( ) ( )

n n
n 1 1

n 1

n n
n 1 1

n 0

e sin D h ia sinn ,
2

e cos D h ia cosn ;
2

∞ −τβ

=

∞ −τβ

=

π 
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 

π 
τα = ±τ + ρ + ϕ 

 

∑

∑

∓

∓

( )2 2
1 a hρ < +

 

( ) ( )

( )

nn
1 1 n

nn
1 1 n

cosn h ia C ( ) e cos 1 d ,
2

sinn h ia C ( )e sin d .
2

∞
−− τσ
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∞
−− τσ

−∞

π 
ρ +ϕ = + τ τα− τ 
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π 
ρ +ϕ =− + τ τα τ 
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∫

∫

( )Im−π < σ < π − γ ;
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Применим разложения (4) к решению задачи о равновесии упругой 

плоскости, ослабленной отверстием 10 R≤ ρ <  и двумя прямолинейны-

ми полубесконечными трещинами (разрезами) |x| > a, у = 0. Пусть берега 
разрезов β = ±π  свободны от внешних усилий, а граница отверстия 

1 Rρ =  подвержена давлению интенсивности 0σ =  const ( 0 0σ > ). 

Тогда граничные условия имеют вид 
 

y 0σ = , xy 0τ =  ( )β = ±π ; 01ρσ = −σ , 
1 1

0ρ ϕτ =  ( )1 Rρ = .           (5) 

 
С учетом симметрии задачи относительно оси Ох общее решение 

уравнения (1) представим в виде 

= 1A ( )
∞

−∞

τ∫ ( , ; )dα β τ τ+ 1B ( )
∞

−∞

τ∫ ( , ; )dα β τ τ+      

+ 2A ( )
∞

−∞

τ∫ ( , ; )dα β τ τ+ 2B ( )
∞

−∞

τ∫ ( , ; )dα β τ τ+    (6) 

+
(1)
n

n 0

B
∞

=
∑ ( )1 1,ρ ϕ + (2)

n
n 2

B
∞

=
∑ ( )1 1,ρ ϕ . 

 
Удовлетворяя условиям (5) на основе общего решения (6) и соот-

ношений (4), исключая затем плотности интегралов iA ( )τ , iB ( )τ  (i=1, 2) 

и заменяя коэффициенты рядов 
(1)
nB , 

(2)
nB  безразмерными величинами 

(1)
nx , 

(2)
nx  по формулам 

n 2
(1) (1)0
n n

R
B x

2G

+σ
= − , 

n
(2) (2)0
n n

R
B x

2G

σ
= −  (G – мо-

дуль сдвига), после некоторых преобразований для отыскания 
(1)
nx , 

(2)
nx  

получаем бесконечную систему линейных алгебраических уравнений 
второго рода 

( )

( )

∞ ∞

= =

∞ ∞

= =

= + + =

= + =

∑ ∑

∑ ∑

(1) (11) (1) (12) (2)
n nnk k nk k

k 0 k 2

(2) (21) (1) (22) (2)
n nk k nk k

k 0 k 2

x d x d x f n 0,1,2,... ;

x d x d x n 2,3,... ,

   (7) 

в которой 
= = =0 nf 1; f 0 (n 1,2,...); 

( ) + += − + λ (2)(11) (21) n k 2
nk nk n,k

1
d n 1 d I ;

2
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( ) +
− − −

 = − + λ + − − − ε
 

(1) (2) (2)(12) (22) n k
nk nk n,k 2 n,k 2 n,k 1

1
d n 1 d I (k 1)I 2(k 1) I ;

2
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 

(1) (2) (2) (2)(21) n k 2
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2
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 

(1) (2) (2) (2)2 2
n 1,k 2 n 1,k 2 n,k 1 n 1,k 12n I (k 1)I 2(n 1)(k 1) I 4n(k 1) I ;  

(2)(11) k 2
0k 0,kd I+= λ , 

(2) (1) (2)(12) k
0k 0,k 1 0,k 2 0,k 2d 2(k 1) I I (k 1)I− − −

 = −λ − ε − − −
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; 

(1) (2)
m,k m,k m,kI I I= − , ( )( j) ( j)

m,k m,kI (k 1)J j 1,2= + = ; 

( )

(1)
m,k m 1 k 1

m k 2(2)
m 1m,k

J D ( ) C ( )1
d

D ( ) ch(k 1) iJ

∞
+ +

+ +
+−∞

  τ  τ 
= τ   

−τ πτ+ ε +    
∫ ; 

( j) ( j)
k,m m,kJ J=   ( )j 1,2= ; 

R

a
λ = , 

h

a
ε = . 

 
Существенно, что коэффициент интенсивности нормальных на-

пряжений 
 

I y 0x a
(x a)

K lim 2(a x)
β=→

<

 = σ −  
 

выражается непосредственно через решение системы (7): 
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Используя равенства [2, 4] 
 

(1 i ) (1 i )
sh

πτ
= Γ − τ Γ + τ

πτ
, 

1 1
i i

ch 2 2

π    
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πτ    
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i
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−

γ− ∞
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Γ Γ Γ − Γ −
= π

Γ

∫
i

s

i

(s) (s c a b) (a s) (b s)(1 z) ds
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2 i F(a,b;c;z);

(c)

 

b 1 c b 11
a

a
0

z (c) t (1 t)
F(a,b;c;z) (1 z) F(a,c b;c; ) dt

z 1 (b) (c b) (1 tz)
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2

j 0 j
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z F(a j,b;c;y) F (a,b,b';c,c ';y,z)
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∞

=
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b b '
2

yz
F (a,b,b ';a,a;y,z) (1 y) (1 z) F(b,b ';a; )
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; 

a(z 1)F(a 1,b;c;z) (2a c az bz)F(a,b;c;z) (c a)F(a 1,b;c;z)− + = − − − + − − − ; 

bF(a,b 1;c; ) (b a)F(a,b;c; ) aF(a 1,b;c; )+ ξ = − ξ + + ξ ; 

(b a)(1 )F(a,b;c; ) (c a)F(a 1,b;c; ) (b c)F(a,b 1;c; )− − ξ ξ = − − ξ + − − ξ , 

для вычисления величин 
(1)
m,kJ , 

(2)
m,kJ  получаем рекуррентные формулы 

 

( )

( )

( )

+ + + +
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1
J m 3 J 2(m k 3) J
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J J J (m 0,1,2,...);

m 4 m 41 1
 



 89 

( j) ( j)(2) (1) (2)
m 1,0 m,0 m,0 k,m m,k
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1
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2(1 ) 2(1 ) 2(1 )

+
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 ε

ε
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и явное выражение 
 

j j ssm k
j(1) s

m,k 2 2 m k
j 0 s 0j s

3 3( m) ( k)
2 21 2 2

J .
j!(2) 1 i s!(2) ( j s 2) 1 i(1 ) ( i) +

= =

   − −         
=−    

+ ε + + + ε+ε ε+    
∑ ∑  (9) 

 

Формулы (8) удобны для вычисления матрицы ( )(ij)
nkd  бесконечной 

системы (7), но малопригодны для изучения свойств этой системы. За-
писывая (9) в интегральной форме 
 

1
(1)
m,k 2 2 m k

0

1 3 2x 3 2x
J xF( m, ;2; )F( k, ;2; )dx

2 1 i 2 1 i(1 ) ( i) +
= − − −

+ ε + ε+ ε ε +
∫ , 

 
используя интегральное представление [2, 4] 
 

n1

0

3 2x 2 t 2xt
F( n, ;2; ) 1 dt

2 1 i 1 t 1 i

 
− = − 

+ ε π − + ε 
∫  

 
и учитывая, что 
 

1

0

2xt 3 2x 2 t
1 1 (0 x,t 1), F( n, ;2; ) dt 1,

1 i 2 1 i 1 t
− ≤ ≤ ≤ − ≤ =

+ ε + ε π −
∫  

 
получаем 

 

( )

(1)
m,k 1

m k 2
2 2

1
J

2(1 )
+ +

≤

+ε

.               (10) 

 

Для величин 
(2)
m,kJ  выполняется неравенство 



 90 

( )

(2)
m,k 1

m k 2
2 2

2
J

(1 )
+ +

≤

+ε

.               (11) 

 

Из оценок (10), (11) следует, что при 
2 2 2

R
1

a h 1

λ
λ= = <

+ +ε
 

(ij)(ij)
n nk

k 0

d 0 (n ,0 1)
∞

=

σ = → →∞ <λ<∑ , 

 

т.е. бесконечная система (7) квазирегулярна при 0 1<λ<  и вполне регу-

лярна при 00 1<λ≤λ <  для некоторого 0 (0;1)λ ∈ . Ограничение 0 1<λ<  на 

возможные значения параметра λ  естественным образом связано с 
формулировкой рассматриваемой задачи и означает, что окружность 

1 Rρ =  (граница отверстия) не пересекается и не касается трещин β=±π . 

Решая бесконечную систему методом малого параметра и ограни-

чиваясь при этом членами до порядка 
4λ , для коэффициента интенсив-

ности нормальных напряжений получаем асимптотическую формулу 
 

( )I

4
2 4 60

2 22

a 3
K 2 1 O

(1 )2 1

  σ ε 
= λ + + λ + λ  

+ ε  + ε   

. 
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