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МЕТОД ОПРЕДЕЛЕНИЯ ОПТИМАЛЬНОГО УПРАВЛЕНИЯ 
НАПРЯЖЕННО–ДЕФОРМИРОВАННЫМ СОСТОЯНИЕМ СОСТАВНОГО 
ТЕЛА ПРИ ПОМОЩИ СТАЦИОНАРНОГО ТЕМПЕРАТУРНОГО ПОЛЯ 

 
 При конструировании механических объектов, которые 
предполагается эксплуатировать в условиях температурных полей, 
может быть поставлена задача оптимального управления НДС тела при 
помощи температурного поля, которая позволит минимизировать 
напряжения в областях их возможной концентрации в теле, в частности, 
на межфазной границе. 
 Подчеркнём, что задачи оптимального управления 
пространственными распределенными системами относятся к весьма 
сложному классу задач управления. Методы их исследования обычно 
основаны на использовании принципа максимума Понтрягина или его 
обобщений для записи необходимых условий экстремальности. Однако, 
в пространственных распределенных системах при реализации 
принципа  максимума  возникает ряд сложностей, с которыми можно 
познакомиться в монографии [1]. Другие подходы к решению указанных 
задач приведены в работах [2-4]. 

В настоящей статье предложен новый прямой метод построения 
решения задач оптимального управления, основанный на 
представлении вектора состояния системы и управляющего воздействия 
в форме разложений по базисным решениям краевых задач для 
соответствующих эллиптических дифференциальных уравнений. Метод 
может быть применен к многофазной упругой среде, границы фаз 
которой являются каноническими поверхностями. При удовлетворении 
граничных условий используется обобщенный метод Фурье (ОМФ) [5]. 

Для определённости рассмотрено двухфазное тело в форме шара 
со сферической неоднородностью. Для решения поставленной 
проблемы впервые развит аппарат ОМФ на задачи термоупругости в 
сферических системах координат, начала которых сдвинуты друг 
относительно друга по оси симметрии. 

 
1. Постановка задачи. Рассмотрим задачу оптимального 

управления при помощи температурного поля напряженно-
деформированным состоянием кусочно–однородного составного шара 

радиуса 1R  со сферическим включением радиуса 2R , центры которых 

( )2,1iOi =  сдвинуты друг относительно друга на a  ( )12 RRa <+ . 

Границы указанных шаров обозначим соответственно через ( )2,1ii =Γ , 

а области однородности через iΩ  ( )2,1i = . Термомеханические 
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характеристики двухфазного тела обозначим через ( )iiii k,,,G αν  

( )2,1i = , где G  – модуль сдвига, ν  – коэффициент Пуассона, α  – 

коэффициент линейного температурного расширения, k  – коэффициент 
теплопроводности. 

Требуется определить температурное поле в шаре 1O  (фактически 

на его границе), которое подчиняется следующим условием: 

( ) ( )
i

i

i
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j
i

2

21

12

21
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Τ∇

ν−

ν+
α=∇∇

ν−
+∇ �
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 в iΩ ,   (1) 

0i
2 =Τ∇  в iΩ      (2) 

2221 ΓΓ Τ=Τ ; 2
2

2
22

2

1
1

r
k

r
k Γ

∂

Τ∂
=Γ

∂

Τ∂
,    (3) 

2221 ΓΓ =�
�

�
�

; 
2221 FF ΓΓ =

��
,    (4) 

npF
11

��
−=Γ ,     (5) 

∫
Γ

→

2

2
n infdSF .    (6) 

Здесь через iΤ , i�
�

, iF
�

 ( )2,1i =  обозначены температурное поле и 

векторы перемещений и напряжений в областях iΩ , n
�

 – вектор нормали 

к соответствующей поверхности. 
 
2. Построение решения задачи (1)-(6). Введем две одинаково 

направленные сферические системы координат { }iii ,,r ϕθ  ( )2,1i = , 

начала которых совместим с центрами iO , а ось Oz  направим по оси 

симметрии тела. Координаты в них связаны формулами 

2211 sinrsinr θ=θ ; acosrcosr 2211 +θ=θ . 

В введенных координат поверхность iΓ  имеет уравнение ii Rr = . 

Температурное поле в шаре 1O  можно определить по граничному 

условию, которое в силу осевой симметрии задачи имеет вид  

( )∑
∞

=
Γ θ=Τ

0n
1nn11 cosPd ,     (7) 

и получается разложением граничного значения температуры в ряд по 
функциям Лежандра.  

Таким образом, решением задачи (1)-(6) является набор 

коэффициентов { }∞
=0nnd  из разложения (7). 

Решение уравнения (2) будем искать в виде 
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∞
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θ
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∞
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θ




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где 
( )( )xP m
n  – функции Лежандра первого рода, na , nb , nc  – 

неизвестные коэффициенты. 
При удовлетворении граничным условиям (3), (7) используются 

теоремы сложения гармонических функций 

( )
( )

( )∑
=

θ








−
=θ

n

0k
2k

k
2n

1n
n

1 cosP
a

r

!kn!k

!n
acosPr ,   (10) 
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которые могут быть получены из формул [6] предельным переходом. 

Формулы (10), (11) позволяют записать температурное поле 1Τ  

раздельно в каждой из введенных систем координат 
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После удовлетворения условий (3), (7) получаем 
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Как известно, общее решение уравнения (1) в областях iΩ  

записывается следующим образом: 
Τ+= iioi �
�

�
�

�
�

,      (17) 

где io�
�

 – общее решение однородного уравнения (1), 
Τ
i�
�

 – частное 

решение неоднородного уравнения (1) в областях iΩ . Решения io�
�

 

представим в виде 

( ) ( ) ( ) ( )[ ]∑ ∑
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∞
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=

∞

=

− θ=
2

1j 0n
22n,j

j
n20 ,rwc
�

�
�

,    (19) 
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n
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причем в решениях 
±

n,2w
�

 параметры ν , R  в областях iΩ  принимают 

значение iν , iR , ze
�

 – орт декартовой системы координат. 

Базисные решения (20)-(23) являются осесимметричным 
вариантом общих решений для шара, введенных в работе [7]. 
Определение и обоснование базисности приведено в [8]. 

Для решений (20)-(23) в области 1Ω  доказаны следующие теоремы 

сложения: 
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где  
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jkδ  – дельта-символ Кронекера. 

Остановимся на построении частных решений уравнения (1) в 

областях iΩ . 

Будем искать решение 
Τ
1�
�

 в виде  

0111 z Φ∇+Φ∇=Τ
�
�

,     (26) 

где  iΦ  – гармонические функции в 1Ω . Подстановка 
Τ
1�
�

 в (1) приводит 

к уравнению 
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Учитывая формулу (8), соотношение 
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∂

∂
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z
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и требование точности  решения 
Τ
1�
�

 на поверхностях iΓ , предлагается 

следующий вариант вектор-функции 
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Здесь и далее слагаемые с отрицательными индексами  коэффициентов 
в суммах отсутствуют. Заметим, что последний член в формуле (29) 

необходим в силу того, что векторная функция ( )221,220 ,rw~Rb θ+
−

�
 не 

является регулярной в области 1Ω . 

Аналогично строится решение 
Τ
2�
�

 в 2Ω  

( ) ( ) ( )∑
∞
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c

�
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Для базисных частных решений 
±

n,2w~
�

, w~
�

 доказаны следующие 

теоремы сложения в 1Ω : 
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Используя формулы (24), (25), (33) – (35), вектор перемещения 
���
�1  

можно представить раздельно в каждой сферической системе координат 
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После перехода в формулах (36), (37) к напряжениям и 
удовлетворения граничных условий (4), (5) получаем бесконечную 
систему линейных алгебраических уравнений относительно неизвестных 
коэффициентов 
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R1 k 1
a w a

n 2k 1 R
 

( ) ( )

( )( )

∞

ν − ν +
=

− +
+α −α −

− + +
∑

1 11
nk n 1 k 1

n k2

Rk 1 1 k 2
w a b

2k 1 R n k 1 2k 3
 

( ) ( ) ( )

( )ν ν −
− −

−α δ = + + α
+ − −
� �1 2 2

0 k1 k 1k k

1 k 1 k 1
b c c c

k 1 2k 1 k 2k 1
,             (38) 

( )
=� 1

0b 0 ,                                            (39) 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )∞

=

 +  − + ν − − + + β ++  
∑� �

2
1 2 21 21

1 nk n nk k nk
n k2

k 1 R
b 4 3 b w a a

2k 3 R
 

( ) ( ) ( )∞

ν −
=

 
+α β + ν − + +   −  

∑ �
2

21 21
n 1 1 nk nnk

n k2

R1 k
a 4 3 w a

n 2k 1 R
 

( ) ( )∞

ν − ν + ν
=

+
+α + α + α δ =

− +
∑

2
1 11

nk n 1 k 1 0 k1
n k2

Rk 1 k 1
w a b b

2k 1 R n 2k 3
 

( ) ( ) ( )
2

1 2 2
2 k 1k k

k k
c 4 3 c c

2k 1 2k 1
ν −

 
= + ν − + + α  − − 

� �
,               (40) 
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( ) ( ) ( ) ( ) ( )∞

=

+ + + − − − ν + +  + + 
∑� � �1 2 1

1 nk nk k
n k

k 2 k 3k 1 k
b 2 b w a

k 2k 3 k 1
 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )∞

ν −
=

− −  +β + α β + + ν +  −  
∑� �2 22 1 2

n n 1 1 nk nnk nk
n k

k 1 k 21
a a 2 w a

n 2k 1

( ) ( )( )1
nk n 1

n k

k 1 k 2 3 1
w a

2k 1 2 n

∞

ν −
=

− − 
+α − + 

− 
∑  

( ) ( )( )
ν + ν

+ + 
+α + + α δ = 

+ + 

1
k 1 0 k1

k 2 k 31 3
b b

k 1 2k 3 2
 

( ) ( )( ) ( )− − 
= + + ν + 

+ − 
� �1 22 2

2k k
1 1

k 1 k 2G Gk
c 2 c

G k 1 G 2k 1
 

( ) ( ) ( )2 2
k 1

1

k 1 k 2G 1 3
c

G k 2k 1 2
ν −

− − 
+α + 

− 
,                            (41) 

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )+ + 

+ + + + − ν + 
+ 

� �1 2
1k k

k 1 k 3
k 1 b k 1 1 2 b

2k 3
 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )∞

ν −
=

 
+ + β + α β +  

∑ � �2 21 2 1
nk n n n 1nk nk

n k

1
k w a a a

n
 

( ) ( ) ( ) ( )∞

ν
=

− −   
+ ν − +α + ⋅   

− −   
∑ � 2 1

1 nk n
n k

k k 2 k k 2 1
k 2 1 w a k

2k 1 2k 1 2
 

( ) ( ) ( )∞

− ν + ν
=

+ + 
⋅ −α − − α δ = 

+ 
∑

1
nk n 1 k 1 0 k1

n k

k 1 k 31 1
w a b b

n 2k 3 2
 

( ) ( ) ( )− 
= + + ν − + 

− 
� �1 22 2

2k k
1 1

k k 2G G
kc k 2 1 c

G G 2k 1
 

( ) ( )
ν −

− 
+α + 

− 

2 2
k 1

1

k k 2G 1
c

G 2k 1 2
,                                 (42) 

( ) ( )( ) ( ) ( )

=

− −   + + + ν − +   + −   
∑ �� �

2
k1 2 12

1 kn nk k
n 01

k 1 k 2 Rk k 1
a 2 a w b

k 1 2k 1 k R
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( ) ( ) ( ) ( ) ( )
ν +

+ +   
+β + α β − − ν ⋅  + +   

�
2

22 11 2
nk n n 1 1nk

1

k 2 k 3 R1
b b 2

n 1 2k 3 R
 

( ) ( ) ( ) ( )k
2 1

kn n k 1
n 0

k 1 k 21 3
w b a

k 2k 1 2
ν −

=

− − 
⋅ +α + + 

− 
∑ �  

( ) ( ) ( )
2

k
1 2

kn n 1
n 01

k 2 k 3 R3 1
w b

2k 3 2 R n 1
ν +

=

+ +   
+α − −  

+ +  
∑  

k 1 2
2 1

0 k1
1 1 1

R Ra 3k 5 k 1 p
b

R R 2k 3 2k 1 a 2G

+

ν

   + −  
−α − = δ    

+ −      
,    (43) 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

=

−    + + ν − + + +   −   
∑ �� �

2
k1 2 12

1 kn nk k
n 01

k k 2 R
ka k 2 1 a k 1 w b

2k 1 R
 

( ) ( ) ( )
ν +


+β + α β ++ 

� 22 11
nk n n 1nk

1
b b

n 1
 

( )
( ) ( )

2

2
1

1

k 1 k 3 R
k 1 2 1

2k 3 R

+ +   
+ + − ν + ⋅  

+   
 

( ) ( ) ( )k
2 1

kn n k 1
n 0

k k 2 1
w b a

2k 1 2
ν −

=

− 
⋅ +α + − 

− 
∑ �

( ) ( )
( ) ( )

2
k

1 2 2
kn n 1

n 01 1

k 1 k 3 R R1 1
k 1 w b

2k 3 2 R n 1 R
ν + ν

=

+ +   
−α + − + α ⋅  

+ +  
∑  

( ) ( )
k 1 2

1
0 k1

1 1

k k 3 k k 1 Ra p
b

R 2k 3 2k 1 a 2G

+  + +   
⋅ − = − δ    

+ −      
,       (44) 

где 

( ) ( )

!k

R
aa~

1k
1j

k
j

k

−

= , 
( ) ( )

2k
2

j
k

j
k

R

!k
bb

~
+

= , 
( ) ( )

!k

R
cc~

1k
2j

k
j

k

−

= , 

( )

nk
2

nk
1

Rn! a
w

k ! n k ! a R

  
=   

−    
. 

Заметим также, что интеграл, входящий в формулу (6), равен 

( ) ( )( ) ( )∑∫
∞

=Γ 






+








ν+

−

−−
+

++
π=

0k

2
k2

1
k2

2
2

2

2
n c~2

1k2

2k1k
c~

1k

k

2/1k

1
RG8dsF
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( ) ( )( )
( ) ( ) ( )

2
12

k 1 k

k 1 k 2 k k 21 3
c k k 1 kc k

k 2k 1 2 2k 1
ν −

 − − −  
+α + + + + +   

− −   
�  

) ( ) ( ) ( )
2

2 2
2 k 1k

k k 2 1
2 1 c c

2k 1 2
ν −

−  
+ ν − + α +  

−   

� .   (45) 

Бесконечные системы линейных алгебраических уравнений (14), 
(15), (16), (38)-(44) могут быть записаны в операторной форме 

( )( ) dFс1 =Τ+Ι ,      (46) 

( )( )2
a dΙ + Τ = ,      (47) 

( ) ( ) ( ){ }c,c,c,aBb 21
j

j = ,     (48) 

( ) ( ) ( ){ }fp,c,c,c,aAa 21
j

j = ,     (49) 

( ) ( ) ( ){ } { }1 2
1 1C c ,c C a,c pfΙ + = + ,    (50) 

где ( )∞
== 0iidd , ( )∞

== 0iiaa , ( )∞
== 0iicc , 

( ) ( )( )jj
i

i 0
a a

∞

=
= � , 

( ) ( )( )jj
i

i 0
b b

∞

=
= � , 

( ) ( )( )jj
i

i 0
c c

∞

=
= � , f , 1f  – элементы гильбертова 

пространства 2l , f , 1f  – известные правые части, 
( )jΤ , C  – линейные 

компактные операторы, действующие соответственно в пространствах 

2l  и 22 ll × ; jA , jB , 1C , F  – линейные ограниченные операторы в 

соответствующих пространствах. Все перечисленные операторы 
являются матричными. 

Компактность операторов 
( )jΤ  и C  обусловлена тем, что модули 

их матричных коэффициентов можно оценить сверху линейными 
комбинациями выражений вида 

( )

n

1

k
2

nk
R

a

a

R

!kn!k

!n
knt 

















−
= βα

, 

для которых ∞<∑
∞

=0k,n
nkt . 

Из компактности операторов 
( )jΤ  и C  и единственности решения 

краевых задач теплопроводности и термоупругости следует 
непрерывная обратимость операторов в системах (46), (47), (50). 
Решением этих систем будут последовательности 
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( ) ( )jj
jс D d pg= + , ( )2,1j −= ,    (51) 

dDc = ,       (52) 

где 
( )jD , D  – линейные ограниченные операторы в 2l , j 2g l∈ . Явный 

вид операторов 
( )jD , D  и правых частей может быть получен численно, 

например, методом редукции. 
Подстановка соотношений (51), (52) в (45) выражает функционал 

∫
Γ2

2
n dsF  в виде: 

2 22
n j j

j 12

F ds V d pg∑∫
=Γ

= + ,    (53) 

где операторы jV  ограничены в 2l , j 2g l∈ . Записывая необходимое 

условие экстремума функционала (53), получаем для определения 

неизвестных ( )∞
=0iid  линейную алгебраическую систему. 

Заметим, что численная реализация предложенного подхода 
весьма эффективна, ввиду того, что каждая из систем (46), (47), (50) 
обращается раздельно и матричные коэффициенты систем 
экспоненциально убывают. Последнее обстоятельство позволяет, 
удерживая в системах лишь несколько уравнений и неизвестных, 
получать приближенные решения с достаточной точностью за 
минимальное число операций. 

 
3. Иллюстрирующий пример. Для иллюстрации приведенной 

методики рассмотрим частный случай поставленной задачи, когда 0a =  
(шар и включение соосны) и температурное поле в шаре постоянно и 

равно 0Τ . В этом случае разрешающие системы можно обратить точно. 

В результате 

1 1 2
1 2 2 1 03 3 3

1 1 22 2 1
n 2

2 1 1 2
3 3

2 2 1 22 1

1 1 3 1 33p 4 4
G G

1 1 1R R R
F

2 4 G 2 4 2 41 1
1

1 G 1 1R R

Γ

  − ν − ν − ν
+ α + α − Τ   + ν − ν − ν  = −

   − ν − ν − ν
+ + −   

+ ν + ν + ν   

.(54) 

Из формулы (54) следует, что при 
3

1
j >ν  минимум функционала (53) 

равен 0dsFmin

1

2
n

0

=∫
ΓΤ

 и достигается на температуре 
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









−








α

ν−

ν−
+α

ν−

ν−

ν+

ν−

−=Τ

3
1

3
2

12
2

2
21

1

1

3
21

1

0

R

4

R

4
G

1

31
G

1

31

R

1

1

1
p3

. 

Формула (54) показывает, что каждая подобная задача требует 
численного анализа ее разрешимости в зависимость от значений 
термомеханических характеристик многофазного тела. 
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