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АНАЛИЗ МЕТОДОВ РАСЧЁТА ВЕРОЯТНОСТНЫХ ПАРАМЕТРОВ  
В ЛОГИСТИЧЕСКИХ СИСТЕМАХ 

 
Приводится анализ и сравнение методов композиции случайных величин (преобразование Лапласа, 
производящие функции Фурье и интегральная свёртка), для исследования логистических процессов, 
предложен подход к определению вероятностных параметров на основе композиции случайных вели-
чин. Даны рекомендации по использованию аналитических методов при определении вероятностных 
характеристик логистических процессов. Предложен графоаналитический метод определения плот-
ности и функции распределения композиции двух случайных величин с равномерными законами распре-
деления и разными интервалами. Приведен иллюстративный пример. Приведены расчеты для частно-
го случая данной задачи, когда звенья представляются как два равномерных закона с различными ин-
тервалами. Как частный случай получен результат для одинаковых интервалов в виде закона Симпсо-
на. 
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1. Анализ литературы  
и постановка задачи 

 
При проектировании и анализе логистических 

цепочек возникают актуальные задачи формализа-
ции вероятностных процессов и, в частности, опре-
деления интегрированных параметров, когда вся 
логистическая система представляется в виде после-
довательной цепочки поставок [1, 2]. В этом случае 
может быть поставлена конкретная задача  опреде-
ления суммарной длительности или стоимости всех 
работ, при условии, что законы распределения  изу-
чаемых параметров считаются заданными на каж-
дом звене логистической цепи. 

Для решения указанных задач можно приме-
нить метод композиции, который предполагает на-
хождение итоговой плотности функции распределе-
ния прямым аналитическим методом. В [3] рассмат-
риваются методы композиции случайных величин с 
одинаковыми и разными  законами распределения. 
Наиболее популярными являются интегральная 
свёртка, преобразования Фурье и Лапласа. 

Наиболее простыми являются методы, которые 
используют графические построения области опре-
деления и области значения с целью построения 
функции распределения при композиции случайных 
величин. 

В работе [4] рассматривается способ компози-
ции двух случайных равномерно распределенных 
величин в интервале [0, 1]. Результатом этого мето-

да является получение функции распределения для 
суммы двух случайных величин, на основании чего 
можно получить плотность распределения. Исполь-
зуя детали графического построения такой задачи, 
можно получить результаты на основании аналити-
ческой геометрии соотношений при построении 
трехмерного графика в виде куба или параллелепи-
педа. Для аналитического способа решения задачи 
можно использовать пространственное  представле-
ние  задачи композиции с целью применения  инте-
гральной свёртки [5  7]. 

Для различных интервалов двух случайных ве-
личин с равномерным законом распределения при-
ходится заниматься анализом графического пред-
ставления с целью определения процессов интегри-
рования при использовании интегральной свёртки 
даже при двух или трёх элементах. 

В случае если количество элементов больше 
трёх, задача решается для ограниченного диапазона 
[4  8]. В работе [7] даются расчетные формулы 
плотности и функции распределения для произволь-
ного числа переменных, но с одинаковым диапазо-
ном. 

В случае экспоненциального распределения 
каждого из слагаемых задача композиции решается 
достаточно просто. Так, в работе [9] приводятся 
расчеты для всех одинаковых или всех разных 
звеньев цепи, с помощью которых можно вычислить 
плотность и функцию распределения любого числа 
слагаемых. 

 В. А. Попов, А. Д. Судак 
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Однако в случае наличия в логистической цепи 
как одинаковых, так и разных элементов, задача 
может быть решена с помощью метода разложения 
рациональной дроби на элементарные простые дро-
би [8, 10]. Однако, это требует определенных уси-
лий и навыков по работе с полиномами в числителе 
и знаменателе, где степень знаменателя больше, чем 
степень числителя. 

Метод характеристической функции предлага-
ет использование интегралов Фурье и также может 
быть использован для композиций случайных вели-
чин [9], однако здесь требуется умение работать с 
характеристическими функциями, особенно при 
выполнении обратных преобразований. 

Целью данной работы является анализ и срав-
нение существующих методов  для преобразования 
случайных величин, предлагается графоаналитиче-
ский метод композиции случайных величин с рав-
номерными законами распределения и разными ин-
тервалами. 

 

2. Анализ методов композиции  
случайных величин 

 
Обычно для функций распределения либо из-

вестны плотности распределения, либо их можно 
относительно легко вычислить. Поэтому в качестве 
исходных данных обозначим плотности распределе-
ния: )x(f)...x(f),x(f),x(f nn332211 . Пусть известна 

)y,x(z  , где z  - некоторая функция от случай-
ных величин. 

Задача состоит в том, чтобы используя имею-
щиеся данные, получить  плотность )z(f  и функцию 
распределения )z(F . 
 

2.1 Преобразование Фурье 
 

Одним из свойств преобразования Фурье явля-
ется преобразование операций сложения в умноже-
ние. Нас интересует свойство Фурье-образа: 

]g[F]f[F]g*f[F  . Если речь идёт о свёртке доста-
точно сложных функций, то можно применить пре-
образование Фурье, перемножить функции между 
собой и применить обратное преобразование Фурье 
[9]. Подобный метод сложно реализуется на практи-
ке, поскольку работа с преобразованием Фурье три-
виальной не является, но может помочь в ситуациях, 
когда другими методами решить задачу не получа-
ется. 
 

2.2 Метод рациональной дроби 
 

Метод рациональной дроби используется в тех 
случаях, когда в композиции присутствуют как оди-
наковые, так и разные случайные величины [8]. 

Для интегрирования рациональной функции 

)z(Q
)z(P , где P(z) и Q(z) - полиномы, используется сле-

дующая последовательность шагов: 
- если дробь неправильная (т.е. степень P(z) 

больше степени Q(z)), преобразовать ее в правиль-
ную, выделив целое выражение; 

- разложить знаменатель Q(x) на произведе-
ние одночленов и/или несократимых квадратичных 
выражений; 

- разложить рациональную дробь на про-
стейшие дроби, используя метод неопределенных 
коэффициентов; 

- вычислить интегралы от простейших дро-
бей. 

К достоинствам и недостаткам этого метода 
относится его узкая направленность. Также недос-
татком является довольно высокая сложность опе-
раций при работе с полиномами. 

 
2.3 Интегральная свертка 

 
Пусть имеется система двух случайных вели-

чин )Y,X(  с плотностью распределения )y,x(f [7]. 
Рассмотрим сумму случайных величин YXZ   и 
найдем закон распределения величины Z . Для этого 
построим на плоскости xOy  линию (рис. 1), урав-
нение которой zyx  . Это прямая, отсекающая 
на осях отрезки, равные Z . Прямая zyx   делит 
плоскость xOy  на две части; правее и выше ее 

zYX  ; левее и ниже zYX  . Область D  в 
данном случае - левая нижняя часть плоскости xOy , 
заштрихованная на рисунке 1. 

 
 

 
 

Рис. 1. Область D, расположенная  
под прямой zyx   
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Дифференцируя это выражение по переменной 
z , входящей в верхний предел внутреннего инте-
грала, получим 






 dx)xz,x(f)z(g , 

что представляет собой общую формулу плотности 
распределения суммы двух случайных величин. Из 
соображений симметричности задачи относительно 
X  и Y  можно написать другой вариант той же 

формулы g(z) f (z y, y)dy,




 
 
который равносилен 

первому и может применяться вместо него. 
Пример 1. Составить композицию нормального 

закона: 

2

2

2
)mx(

1 e
2

1)x(f 





  

и закона равномерной плотности [3]: 




1)y(f2  при  y . 

Решение. Применим формулу свертки для ком-
позиции законов распределения в виде: 














 dye
2

11)z(g 2

2

2
)myz(

 

 2
2

y (z m)

21 1 e dy
2

  





   . 

Подынтегральная функция в выражении есть 
не что иное, как нормальный закон с центром рас-
сеивания mz  и средним квадратическим откло-
нением  , а интеграл в выражении есть вероятность 
попадания случайной величины, подчиненной этому 
закону, на участок от   до  ; следовательно 



































)mz()mz(1)z(g ** , 

где *    значение интеграла Лапласа, который не-
обходимо брать из соответствующей числовой таб-
лицы. 

Графики законов )x(f1 , )x(f2  и )z(g  при 
2 , 2 , 0m  , 1  приведены на рис. 2. 

 

 
 

Рис. 2. График плотностей распределения  
различных нормальных законов 

 
Анализ трех вышеуказанных методов показал, 

что непосредственное использование их в решении 
задачи композиции двух равномерно распределен-
ных величин с различными интервалами представ-
ляет определенные трудности. Поэтому для решения 
задачи будет использоваться графоаналитический 
метод функции распределения как некоторой пло-
щади, а плотность распределения  получим путем 
дифференцирования полученной функции распре-
деления. 

 

3. Определение плотности и функции 
распределения композиции двух  

случайных величин с равномерными  
законами распределения и разными  

интервалами 
 

Рассмотрим плоскость XOY . Для всех Z пло-
щадь проекции будет частью заданного прямо-
угольника. С увеличением Z  по плоскости XOY  
движется линия AB  (рис. 3). 

 

 
 

Рис. 3. Графическое пояснение  композиции  
случайных величин 

 
Площадь, которую она отсекает от прямо-

угольника при условии )ab()cd(  , и будет ис-
комой. 
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Очевидно, существуют 3 области увеличения 
S , показанные на рисунке 4. 

 

 
 

Рис. 4. Три области площади S   
для определения их числовых оценок 

 
Для первой области формула площади такая: 

D2
)caz()z(S
2

 , 

где )cd)(ab(D   - площадь всего прямоуголь-
ника. 

Для второй области площадь получим вычитая 
площадь треугольника А из площади треугольни-
ка В (рис. 5): 

 

2
)daz(

2
)caz()z(S

22 



 . 

 

 
 

Рис. 5. Графические пояснения оценки  
величины второй части площади 

 
Для третьей, вычитая треугольник А из всего 

прямоугольника, получим (рис. 6): 

D2
)caz(1)z(S

2
 . 

Как видим, величина D  даёт условие норми-
ровки ( 1S ). 

 
 

Рис. 6. Графические пояснения оценки  
величины третьей части площади 

 
В общем случае функция распределения вы-

числяется так (рис. 7): 
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Рис. 7. График функции распределения 
yxz),z(F   

 
Плотность распределения соответственно 

(рис.8): 
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для тех же интервалов. Формулы применимы для 
любых a, b, c, d.  
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Рис. 8. График плотности распределения 
yxz),z(f   

 
Полученные расчетные выражения для плотно-

сти и функции распределения можно использовать 
для нахождения вероятностных характеристик 
звеньев логистических систем. 

 

4. Пример вычисления параметров  
композиции двух звеньев  
логистических цепочек 

 

Рассмотрим логистическую цепочку из двух 
звеньев, где каждое звено имеет свою вероятност-
ную оценку выполненных работ (время, стоимость), 
определяемую плотностью и функцией распределе-
ния случайных величин 1x  и 2x , ]b,a[x1 , 

]d,c[x2  . Будем использовать композицию слу-

чайных величин 21 xxz  (при независимых 1x  и 

2x ), где 1x  и 2x  имеют равномерный закон рас-
пределения. 

Пусть ]5,2[x1  , ]8,6[x2   
Пусть ;5b,2a   ;8d,6c   

;8ca   ;10da   
;11cb   ;13db   

)cd()ab(  . 
Получим функцию распределения 

21 xxz),z(F   для вышеуказанных величин на со-
ответствующих участках: 

12
)8z(
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22
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
 . 

Функция )z(F1  представляет собой параболу с 
центром 0)z(F,8z   в интервале 

]10,8[]da,ca[  . Второй участок 
]11,10[]cb,da[   имеет функцию распределения 





)cd)(ab(2

)daz()caz()z(F
22

2  






232

)10z()8z( 22
 

2 2 2 2z 2 8 z 8 z 2 10 z 10
12

        
   

,3z
3
1

12
36z4




  

что представляет собой прямую линию, проходя-
щую через 2 точки: 
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Нетрудно убедиться в том, что в точке 10z   
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3
1)z(F 21  . 

Третий участок ]13,11[]db,ab[   имеет 
функцию распределения 

12
)z13(

)cd)(cb(2
)zdb(1)z(F

22

3



 . 

В точке )z(F)z(F11z 32   и имеют одина-
ковые производные: 





)cd)(cb(2

)zdb(1)1z(F
2

3  

2(13 11) 4 21 1 .
12 12 3


      

Производные также оказываются равными: 

;
3
1

12
4

12
)z13(21)z(F

11z
3 





 

2
4 1F (z) .

12 3
    

Изобразим график )z(F  на рисунке 9. 

3
1

3
2

 
 

Рис. 9. График функции )z(F  
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Получим плотность распределения на участке 
]10,8[]da,ca[   

1
1

dF (z) (z a c) z 8f (z) .
dz (b a)(d c) 6

  
  

 
 

При z a c 8 f (z) 0.     

При 10 8 1z a d 10 f (z) ;
6 3


      

3
1

ab
1

)cd)(ab(
daz)caz()z(f2 








 

или  

2
2

dF (z) 4 1f (z) ;
dz 12 3

    

3
3

dF (z) (b d z) 13 zf (z) .
dz (b a)(d c) 6

  
  

 
 

 
Построим график f(z) (рис. 10). Рассмотрим как 

частный случай )cd()ab(  . 

1 2
(z a c)f (z) ; [a c, a d],
(b a)
 

  


 

2
1f (z) ; [c d, b c],

b a
  


 

3 2
b d zf (z) ; [b c,b d].
(b a)
 

  


  

3
1

 
 

Рис. 10. График функции )z(f  
 

Приведём числовой пример. 
9d,6c,5b,2a  , 

(b a) (d c),    
0)z(f1   при 8z  , 

)ab(
1)z(f1 

  при 11z  , 1
1f (z) ,
3

  

3
1

)ab(
1)z(f2 


  (одна точка) [a d,b c] (11;11)     

3
b d z 14 zf (z) ,

(b a)(d c) 9
  

 
   

3f (z) 0 при z 14,   

3
1f (z)
3

 при z 11.   

Построим график плотности распределения 
(рис. 11): 

3
1

 
 

Рис. 11. График плотности распределения 
 

Получим функцию распределения. 










 2

22

1
)ab(2
)caz(

)cd)(ab(2
)caz()z(F  

18
)8z(

)25(2
)8z( 2

2

2 





  при ]11,8[]da,ca[  ; 

2
1

)cd)(ab(2
)daz()caz()z(F
22

2 


  при 11z  ; 

2
1

)cd)(cb(2
)zdb(1)1z(F
2

3 


  при 11z  . 

Построим график функции распределения  
(рис. 12). 

2
1

 
 

Рис. 12. График функции распределения 
 

Можно заметить, что график на рис. 12 являет-
ся частным случаем графика на рис. 9, в котором 
линейный участок в центре сузился до точки, что 
соответствует теории. 

 
5. Программная реализация метода 
преобразования случайных величин 

 
Для определения закона распределения итого-

вой случайной величины, которая получается путем 
некоторого преобразования исходной случайной 
величины со своими законами распределения, раз-
работана программная система, реализованная в 
среде Microsoft Visual Studio 2013.  

Датчики генерируют случайные величины с за-
данным законом распределения и диапазонами, ко-
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торые подвергаются определенным функциональ-
ным преобразованиям − сложению, вычитанию, ум-
ножению, делению и др. Полученные числовые зна-
чения подвергаются статистической разработке с 
целью основного итогового распределения − плот-
ности и функции распределения, математического 
ожидания, дисперсии, среднеквадратического от-
клонения и эксцесса. Полученная в ходе работы 
программы информация позволяет сравнивать ре-
зультаты, полученные аналитически, и результаты, 
полученные с помощью программы. При достаточно 
большом количестве генерации исходных случай-
ных величин аналитические результаты по плотно-
стям и функциям распределения хорошо совпадают 
с графическими результатами, полученными анали-
тическим способом (преобразования Лапласа, Фурье 
и интегральная свёртка). В данной работе предло-
жен графоаналитический метод определения компо-
зиции двух случайных величин с равномерными 
законами распределения и произвольными разными 
интервалами. 

Предлагаемый метод основан на графическом 
изображении области определения исходных пере-
менных 1x  и 2x  для поиска зависимости 1 2z x x   
с целью определения функции распределения F(z)  
как некоторой  площади, состоящей из трех частей 
на соответствующих участках. На каждом из этих 

участков формируется зависимость F(z)  с учетом 
нормировки, так как значение интервалов для обоих 
слагаемых могут иметь произвольные величины. 

 
Заключение 

 
Таким образом, в работе проведен анализ ме-

тодов аналитического решения задач, возникающих 
при формализации процессов в логистических сис-
темах последовательного типа, когда звенья имеют 
свои вероятностные законы распределения времени 
или стоимости выполнения работ.  

Можно заметить, что не существует метода, 
который позволял бы решать аналитически задачу в 
произвольном случае, а существующие методы под-
ходят для специфических условий и нередко слож-
ны в исполнении.  

Для решения вышеуказанных задач возникает 
необходимость разработки и использования про-
граммных средств и прикладных методов. 

Полученные результаты могут быть использо-
ваны для модернизации последовательных процес-
сов выполнения работ путём перераспределения 
имеющихся ресурсов при создании логистических 
систем в целом. 

 

 
 
Рис. 13. Программная реализация  определения закона распределения итоговой случайной величины 
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АНАЛІЗ МЕТОДІВ РОЗРАХУНКУ ІМОВІРНІСНИХ ПАРАМЕТРІВ В ЛОГІСТИЧНИХ СИСТЕМАХ 

В. О. Попов, А. Д. Судак 
Наведено аналіз і порівняння методів композиції випадкових величин (перетворення Лапласа, похідні 

функції Фур'є і інтегральної згортки) для дослідження логістичних процесів, запропоновано підхід до визна-
чення імовірнісних параметрів на основі композиції випадкових величин. Дано рекомендації з використання 
аналітичних методів при визначенні імовірнісних характеристик логістичних процесів. Запропоновано гра-
фоаналітичний метод визначення щільності і функції розподілу композиції двох випадкових величин з рів-
номірними законами розподілу та різними інтервалами. Наведено ілюстративний приклад. Наведено розра-
хунки для окремого випадку даної задачі, коли ланки представляються як два рівномірних закони з різними 
інтервалами. Як окремий випадок отримано результат для однакових інтервалів у вигляді закону Сімпсона. 

Ключові слова: прогнозування, випадкові величини, композиція випадкових величин, математична 
статистика, імовірнісні параметри, логістична система. 

 
ANALYSIS OF CALCULATION METHODS OF PROBABILISTIC PARAMETERS  

IN THE LOGISTIC SYSTEM 
V. O. Popov, A. D. Sudak 

The analysis and comparison of methods of composition random variables (Laplace's transformation, generat-
ing Fourier's functions and integrated convolution) for research of logistic processes is provided. The approach to 
determination of probabilistic parameters on the basis of composition random variables is offered. While the prob-
abilistic characteristics of logistic processes are determined the recommendations about analytical methods use are 
made. The graphic-analytical method of density and distribution function determination for composition two random 
variables with uniform distribution laws and different intervals is offered. The illustrative example is given. The 
links representation as two uniform laws with various intervals is a special case of this task. The calculations for this 
case are given. The result for identical intervals in the form of Simpson's law is received as a special case. 

Keywords: forecasting, random variables, the composition of random variables, mathematical statistic, prob-
ability parameters, logistic system. 
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