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ПОВЫШЕНИЕ ТОЧНОСТИ ОЦЕНОК ПАРАМЕТРОВ КОНТРОЛЬНОЙ  
ВЫБОРКИ МАЛОГО ОБЪЁМА ПРИ РАСПРЕДЕЛЕНИИ ВЕЙБУЛЛА 

 
В завершающей статье цикла предложено еще одно решающее правило выборочного контроля – экви-
валентная оперативная характеристика (ЭОХ), базирующаяся на распределении Вейбулла. Приведены 
расчетные формулы и дана таблица оценки точности вычисления прогнозируемого брака по предло-
женной методике. Также представлена таблица сравнительного анализа точности всех предложен-
ных ранее методов и действующего норматива. Доказано, что использование ЭОХ, базирующейся на 
распределении Вейбулла, дает более точные (в 1,055,30 раза) результаты, чем использование ЭОХ, 
базирующихся на других законах распределения, и в 2,58,8 раза точнее, чем действующие методы 
граничного контроля по выборкам малого объема. 
 
Ключевые слова: выборочный контроль, распределение Вейбулла, эквивалентная оперативная харак-
теристика. 

 
Введение 

 
В предыдущих работах [1-4] нами были найде-

ны методы существенного повышения точности 
прогнозирования брака (в 1,3-2,3 раза) за счет 
уменьшения субъективной составляющей прогноза. 
Наибольший эффект дает применение эквивалент-
ной оперативной характеристики (ЭОХ), рассмот-
ренной с учетом нормального [3] и экспоненциаль-
ного [4] законов распределения. Однако наиболее 
распространенным законом распределения при про-
изводстве кристаллов интегральных микросхем 
(ИМС) оказался закон Вейбулла, частными случая-
ми которого являются экспоненциальный и нор-
мальный законы.  

В статье рассмотрены способы дальнейшего 
увеличения точности оценки возможного брака  
(в процентах) применительно к каждой пластине. 

1. Теоретические и экспериментальные 
исследования 

 
Функция распределения Вейбулла может быть 

представлена в виде [5] 

   XF x 1 exp
b

      
   

,  (1) 

а ее плотность (плотность вероятности) в виде  

 
1X X f x exp

b b b

            
     

, (2) 

где b – параметр масштаба (иногда 1b 


);  

η – параметр формы;  
θ – параметр сдвига (рис. 1).  
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Рис. 1. Плотность вероятности (1) и функция распределения (2) Вейбулла при b=1, θ =0 
 

 А. Ю. Долгов 
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Вычисление параметров распределения Вей-
булла представляет собой сложную задачу [5], одна-
ко при η≥1 может быть значительно упрощено с 
помощью следующих аппроксимаций [6]:  

1,4
34,8 (r 1ˆ , 23)   ; b̂

G


 ; X    ;  

0,350,5 0,78 ˆ4 S
ˆ

 
      

; 

1,91G Γ 1 1 0, 427( 1)  
       

, (3) 

где X  – среднее выборки; S – СКО; r3 – третий ос-
новной момент.  

Если смещение отсутствует (θ=0), то оценки 
параметров имеют вид  

n 1 S X0, 465 1,282 – 0,7
n X S

ˆ  
   

 
, ˆ Xb .

G
      (4) 

Отдельные выборки объемом n=5 или n=10 
(количество тестовых ячеек (ТЯ) на каждой пласти-
не) можно проверить на соответствие распределе-
нию Вейбулла с помощью критерия Смирнова–
Крамера–фон Мизеса 

2n
2 2

i дов
i 1

1 2i 1n F X n (P )
12n 2n

          
  

  (5) 

где F(Xi) – теоретическая функция распределения.  
Необходимо помнить, что теоретическая функ-

ция распределения (в нашем случае функция рас-
пределения Вейбулла [7]) должна быть известна с 
точностью до параметров. Исследованиями [8] уста-
новлено, что использование в качестве F(X) функ-
ции распределения с параметрами, оцениваемыми 
по выборке (распространенная ошибка!) приводит к 
увеличению количества ошибок второго рода.  

Решение поставленной задачи будем искать на 
уже найденном нами пути: эквивалентное (вирту-
альное) увеличение объема выборки с помощью 
метода точечных распределений (МТР) [2] и приме-
нение эквивалентной оперативной характеристики 
(ЭОХ) [3]. 

Для того, чтобы воспользоваться формулой (3) 
или формулой (4) для определения параметров рас-
пределения Вейбулла, необходимо найти среднее 
арифметическое и второй центральный и третий 
основной моменты каждой конкретной выборки (т.е. 
каждой конкретной пластины). Сточки зрения МТР 
это означает найти [9] 

2k n
j i

ij j
j 1 i 1*

X 2k n
j i

ij
j 1 i 1

X X
p X exp 4,5

m ;
X X

p exp 4,5

 

 

            
           




   (6) 

 

 

2k n 2 j i
ij j

j 1 i 1*
2 2k n

j i
ij

j 1 i 1

2*
X

X X
p X exp 4,5

X X
p exp 4,5

       m ,

 

 

              
       
    





   (7) 

 

 

2k n 2 j i
ij j

j 1 i 1*
3 2k n

j i
ij

j 1 i 1

3* * *
2 X X

X X
p X exp 4,5

X X
p exp 4,5

     3 m m ,

 

 

              
       
    

  



 (8) 

                                 

*
* 3
3 3

*
2

r



  
 

.  (9) 

Эквивалентные объемы выборок для распреде-
ления Вейбулла можно найти из выражения [10] 

 

эn 713,7 301, 2n 6, 907n    ,          (10) 
 

что означает для n=5 → nэ=25; для n=10 → nэ=40. 
Тогда эквивалентная оперативная характеристика  

 
2

s s
1 q

n

k k1P q F U /
k n 2n 1,4 

         
,  (11) 

где n
n 1 n 1 nk Γ / Γ

2 2 2
         

   
 – поправочный 

коэффициент, а  F   – интеграл Гаусса, при под-

становке вместо объемов n исходной выборки объе-
мы nэ эквивалентных выборок и с учетом конкрет-
ных значений допустимых ошибок первого рода 
(например, α=0,10), а также порога 100%-приемки q0 
(например, q0=0,10), получим 

для n=5 и nэ=25 величина kn=k25=0,10105; 
ks=1,036; 

для n=10 и nэ=40 величина kn=k40=0,10064; 
ks=1,107. 

Тогда эквивалентные оперативные характери-
стики запишутся в виде: 
для n=5  

 
*
x1 q

*
2

T mU 1,025
   P q F

0, 2492




 
   

  
; (12) 

для n=10 

 
*
x1 q

*
2

T mU 1,100
   P q F ,

0, 2015




 
   

  
      (13) 
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где Т – верхняя или нижняя граница нормы, или, с 
учетом закона распределения, в виде  

  XP q exp .
b

     
   

 (14) 

Напомним, что особенностью диапазона про-
гнозируемого брака является его двойственное про-
исхождение от объективных и субъективных при- 
 

чин. К объективным причинам следует отнести объ-
ем выборки n, коэффициент перекрытия нормы 

   max min B HX X / T T     и расположение кон-
кретных значений контролируемого параметра на 
числовой оси (рис. 1), а к субъективным причинам – 
большую ошибку при исчислении среднеквадрати-
ческого отклонения (табл. 1). 

 f(x) 

TH TB x 

брак 

● ● ● ● ● 

 f(x) 

TH TB x 

брак 

● ● ● ● ● 

брак 

 f(x) 

TH TB x 

брак 

● ● ● ● ● 

брак 

 
 

Рис. 1. Варианты расположения измерений при m=4 и υ=1   
а) минимальный брак; б) наивероятнейший брак; в) максимальный брак 

 
Таблица 1 

Величины прогнозируемого брака (%) на пластине с пятью тестовыми ячейками (nэ=25) 
Число измерений, не выходящих за пределы нормы, m 

m=5 m=4 m=3  Прогнозируемый 
брак 

*
2  

υ=1,0  υ=0,7  υ=0,5  υ=1,3  υ=1,0  υ=0,7  υ=0,5  υ=2,0  υ=1,0  υ=0,7  υ=0,5  

Минимальный 
Мин. 

Средн. 
Макс. 

– 
– 
– 

0,6 
3,6 
6,5 

0,1 
0,6 
2,6 

4,7 
12,3 
19,4 

2,2 
8,2 

13,3 

2,8 
14,9 
14,9 

3,3 
15,9 
16,1 

13,3 
25,6 
32,5 

5,9 
19,9 
21,6 

4,9 
19,8 
19,9 

4,9 
19,5 
19,6 

Наивероятнейший 
Мин. 

Средн. 
Макс. 

– 
– 
– 

1,0 
7,1 
8,8 

0,7 
6,9 
7,3 

4,9 
15,2 
19,8 

3,5 
14,3 
16,6 

3,4 
16,4 
16,4 

4,0 
17,8 
17,8 

14,3 
26,9 
33,8 

7,9 
23,1 
25,1 

6,0 
21,4 
21,8 

5,9 
21,4 
21,6 

Максимальный 
Мин. 

Средн. 
Макс. 

2,2 
8,0 

13,1 

1,9 
11,9 
12,2 

2,3 
13,5 
13,6 

6,6 
19,7 
22,9 

6,1 
20,6 
21,9 

3,5 
16,6 
16,6 

4,7 
19,3 
19,3 

14,7 
27,8 
34,2 

9,4 
25,3 
27,3 

8,0 
24,7 
25,3 

6,4 
22,2 
22,5 
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Аналогичную таблицу можно привести для 
случая пластины с десятью тестовыми ячейками. 

Для оценки выигрыша в точности прогнозиро-
вания брака (или для оценки снижения доли субъек-
тивных факторов в прогнозировании) необходимо 
сопоставить результаты расчетов по разным мето-
дам. С этой целью составим таблицу 2 – отношение 
прогнозируемого брака по трем методикам к про-
гнозируемому браку по ЭОХ с учетом распределе-
ния Вейбулла. 

Выводы 
 
Анализ таблицы 2 показал, что применение эк-

вивалентной оперативной характеристики, получен-
ной с учетом закона распределения Вейбулла, в 2,5-
8,8 раз дает более точные результаты, чем дейст-
вующие нормативы, в 1,05-5,30 раз более точные 
результаты, чем ЭОХ с учетом нормального закона 
распределения, в 1,25 раза более точные результаты, 
чем ЭОХ с учетом экспоненциального распределе-
ния (резко отличающиеся результаты: 16,8 в первом 
случае и 12,81 – во втором, во внимание не прини-
мали как случайные отклонения). Таким образом, 
все предложенные методы оценки результатов кон-
троля по выборкам малого объема, основанные на 
эквивалентных оперативных характеристиках с уче-
том законов распределения (особенно распределе-
ния Вейбулла), могут быть рекомендованы к вне-
дрению в производство. 
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Таблица 2 

Относительное уменьшение максимального брака (разы) 

Число измерений, не выходящих за пределы нормы, m 
m=5 m=4 m=3 Прогнозируемый 

брак СКО 
υ=1,0   υ=0,7   υ=0,5   υ=1,3   υ=1,0   υ=0,7   υ=0,5   υ=2,0   υ=1,0   υ=0,7   υ=0,5   

По действующим 
нормативам 

Мин. 
Средн. 
Макс. 

– 
– 

5,30 

8,83 
6,56 
4,75 

16,58 
5,09 
3,42 

3,96 
3,88 
3,35 

5,22 
4,20 
3,20 

3,89 
3,59 
3,60 

2,94 
2,75 
2,62 

2,56 
2,50 
2,50 

3,22 
2,81 
2,62 

3,01 
2,82 
2,49 

2,58 
2,46 
2,48 

По ЭОХ нор-
мального закона 

Мин. 
Средн. 
Макс. 

– 
– 

2,68 

5,28 
3,90 
2,81 

12,81 
4,56 
2,46 

1,84 
1,80 
1,55 

2,65 
2,13 
1,63 

2,30 
2,09 
2,07 

2,07 
1,88 
1,73 

1,11 
1,07 
1,05 

1,63 
1,41 
1,30 

1,73 
1,58 
1,36 

1,70 
1,55 
1,49 

По ЭОХ экспо-
ненциального 

закона 

Мин. 
Средн. 
Макс. 

– 
– 

1,25 

1,26 
1,25 
1,25 

1,27 
1,25 
1,25 

1,25 
1,25 
1,25 

1,26 
1,25 
1,25 

1,27 
1,26 
1,25 

1,25 
1,25 
1,25 

1,25 
1,25 
1,25 

1,25 
1,25 
1,25 

1,25 
1,25 
1,25 

1,25 
1,25 
1,25 
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ПІДВИЩЕННЯ ТОЧНОСТІ ОЦІНОК ПАРАМЕТРІВ КОНТРОЛЬНОЇ  

ВИБІРКИ МАЛОГО ОБСЯГУ ПРИ РОЗПОДІЛІ ВЕЙБУЛЛА 
О. Ю. Долгов 

У завершуючій статті циклу запропоновано ще одне вирішальне правило вибіркового контролю – екві-
валентну оперативну характеристику (ЕОХ), що базується на розподілі Вейбулла. Приведені розрахункові 
формули і дана таблиця оцінки точності обчислення прогнозованого браку по запропонованій методиці. Та-
кож представлена таблиця порівняльного аналізу точності всіх запропонованих раніше методів і нормативу, 
що діє. Доведено, що використання ЕОХ, що базується на розподілі Вейбулла, дає точніші (у 1,055,30 разу) 
результати, ніж використання ЕОХ, що базуються на інших законах розподілу, і в 2,58,8 разу точніше, ніж 
методи граничного контролю, що діють, по вибірках малого об'єму. 

Ключовi слова: вибірковий контроль, розподіл Вейбулла, еквівалентна оперативна характеристика. 
 

INCREASE OF PARAMETR ESTIMATION ACCURACY OF CHECK SMALL  
SIZE SAMPLE WITH WEIBULL DISTRIBUTION 

A. Y. Dolgov 
In finishing article of a cycle one more decisive rule of selective control – the equivalent operational character-

istic (EOC) which is based on the Weibull distribution. Settlement formulas are given and the table of an assessment 
of accuracy of calculation of predicted marriage by the offered technique is given. The table of the comparative 
analysis of accuracy of all offered before methods and the existing standard is also submitted. It is proved that use of 
EOH which is based on the Weibull distribution, gives more exact (by 1,055,30 times) results, than use of EOH 
which are based on other laws of distribution, and 2,58,8 times more precisely, than operating methods of bound-
ary control on selections of small volume. 

Key words: sample check, the Weibull distribution, equivalent operational characteristic. 
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