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В работе рассматриваются вопросы построения параллельных алгоритмов управления шагом интег-
рирования при решении задачи Коши для систем обыкновенных дифференциальных уравнений. Алго-
ритмы строятся на многошаговых коллокационных блочных методах со старшими производными, 
что обеспечивает векторизацию процедуры получения решения. Предложены параллельные алгорит-
мы управления шагом и порядком интегрирования для решения жестких систем, основанные на колло-
кационных одношаговых и многошаговых блочных методах со старшими производными. В разрабо-
танных алгоритмах локальные погрешности определяются и сопоставляются во всех коллокационных 
точках блока, в отличие от стадийных методов, где стадии, как правило, не совпадают, и сравнение 
ведется только по одной конечной расчетной точке. Вычисления реализуются независимо, и необхо-
димость в обменах возникает только после получения конечных результатов для блоков расчетных 
точек. 
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Введение 
 

Cовременное состояние разработок и исследо-
ваний в области математического моделирования 
отмечается широким применением параллельных 
вычислительных систем [1]. Выделился класс фун-
даментальных научных и инженерных задач, назы-
ваемый «большой вызов» [2], связанный с модели-
рованием сложных динамических систем, которое 
стало возможным только с привлечением мощных 
вычислительных ресурсов. Сформировалась новая 
область исследований «технологии параллельного 
моделирования» (ParSimTech - Parallel Simulation 
Technology), стремительное развитие которой сти-
мулируется как необходимостью решения традици-
онных проблем моделирования сложных динамиче-
ских систем авиации и космонавтики, радиоэлек-
троники, военных комплексов, энергетики, химиче-
ских технологий, так и сравнительно новых проблем 
защиты окружающей среды, метеорологии, биотех-
нологий, технологий сыпучих материалов, молеку-
лярной динамики, биомеханики [3-4]. Следует отме-
тить, что, как правило, модели, описывающие пове-
дение таких объектов, представлены большими сис-
темами обыкновенных дифференциальных уравне-
ний (СОДУ) с сосредоточенными параметрами. По-
этому разрешению подлежат проблемы, связанные с 
высокими размерностями задач, жесткостью, пло-
хой обусловленностью, учетом большого числа па-
раметров. Несмотря на то, что современные высоко-
производительные кластеры преодолели рубеж в 

петафлопс, а количество ядер, которое насчитывают 
такие системы, десятков и сотен тысяч, эффектив-
ность параллельных приложений на подобных сис-
темах по разным оценкам не превышает 15%, а в 
некоторых случаях или даже 3-5% от пиковой про-
изводительности [1-2]. Получается, что на данном 
этапе разработчики не в состоянии воспользоваться 
теми преимуществами, которые предоставляет со-
временная элементная база. Именно поэтому в про-
блеме параллельных вычислений [5] следует выде-
лить в качестве основного направление, связанное с 
разработкой современных численных методов и 
адаптацией существующих, ориентированных на 
параллельные вычисления, анализом их сходимости, 
устойчивости и вычислительной сложности. 

 

1. Блочные методы интегрирования 
 

Основная идея, на которой базируется конст-
руирование блочных методов для решения СОДУ на 
параллельных компьютерах, заключается в одно-
временном получении приближений точного реше-
ния в равноотстоящих точках блока [6-7]. Однако 
если речь идет о численном интегрировании жест-
ких дифференциальных уравнений, возникает необ-
ходимость в изменении шага интегрирования, что 
невозможно обеспечить внутри блока. С одной сто-
роны, это является недостатком метода, но, с другой 
стороны, поскольку точки внутри блока расположе-
ны регулярно (рис. 1), есть возможность определе-
ния и сопоставления локальных погрешностей во 
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всех точках блока [8]. В этом заключается основное 
отличие блочных методов от стадийных, в которых 
стадии, как правило, не совпадают, и сравнение ве-
дется только по одной конечной расчетной точке 
tn+1. Также не особенно привлекательным является 
использование в компьютерах с распределенной 
памятью мелкозернистого параллелизма стадийных 
методов. 

 
Рис. 1. Шаблон расчетной схемы блочного метода 

 

Алгоритмы управления шагом базируются на 
использовании коллокационных блочных одношаго-
вых и многошаговых методов. Параллельный счет 
осуществляется в пределах одного цикла для всех 
точек блоков с размерностями s и s+1. Две нити вы-
числений проходят независимо, и необходимость в 
обменах возникает только после получения конечных 
результатов для обоих блоков расчетных точек. 

 

2. Управление шагом при интегрирова-
нии одношаговыми блочными методами 

 

Рассматривается решение задачи Коши  
0 0x ' f (t, x(t)), x(t ) x                     (1) 

одношаговым коллокационным блочным методом 
(2) с числом расчетных точек s  

s
(l) (l)l

n, j n,0 i, j n,i
i=1

u u a F ,   j=1,2,…,s,       (2) 

где (l) (l)
n n,in,iF f (t i , u )    l-ая производная правой 

части, 
(l)
i, ja  - коэффициенты расчетной схемы. 

Выделяются две системы процессорных узлов, на 
которых запускаются параллельные процессы. Пер-
вая система узлов обеспечивает параллельную реа-
лизацию одношагового коллокационного блочного 
s-точечного метода, что требует s процессорных 
элементов для получения значений 

n 1,iu ,  i=1,2,…,s.  На второй системе узлов осуще-
ствляется реализация одношагового коллокационно-
го блочного s+1-точечного метода c получением 
значений n 1,iv ,  i=1,2,…,s+1.  Поскольку методы 
является неявными, каждый временной шаг подра-
зумевает проведение некоторого количества итера-
ций, обеспечивающих требуемую локальную точ-

ность. Реализация обоих методов осуществляется 
автономно, что обеспечивает крупнозернистость 
вычислений. 

Размерность вычислительного поля может 
быть представлена двумя вариантами. В первом 
случае это могут быть кольцевые топологии, коли-
чество процессоров в которых совпадает с размер-
ностью блоков s и s+1 соответственно, во втором 
случае вычислительные поля представляют собой 
решетки процессоров. Первая решетка с s (количе-
ство точек в блоке) столбцами и m (количество 
уравнений в системе) строками, у второй решетки 
размерность процессорного поля (s 1) m.   

Если используется кольцевое вычислительное 
поле, размерность которого совпадает с размерно-
стью блока, каждый процессор закрепляется за рас-
считываемой точкой блока для всех уравнений сис-
темы. Для осуществления итераций по (2) в каждом 
i–ом процессоре, обеспечивающем вычисления s 
точечным методом, должны быть размещены соот-
ветствующие коэффициенты i, j ia , b ,  i=1,2,…,s,  

j 1,2,...,s , а также значения элементов вектора пра-
вых частей системы в последней точке предшест-
вующего блока, которые будут считаться начальны-
ми для следующего. Для группы процессоров, кото-
рые обеспечивают решение s+1 точечным методом, 
соответствующие коэффициенты i, j ia , b ,   

i=1,2,…,s 1,  j 1,2,...,s 1.   
В случае, если используется решетка процессо-

ров, позиция каждого элемента в строке определяет 
порядковый номер уравнения в системе, для которо-
го ведется расчет, а номер элемента в столбце опре-
деляет рассчитываемую точку блока. Поскольку 
вычисления проводятся для блоков точек, которые 
расположены регулярно, есть возможность сопос-
тавления решений, полученных методами c разными 
порядками точности в s совпадающих расчетных 
точках n,1 n,2 n,st , t , ..., t .  Если норма вектора расхож-
дений не превосходит заданную глобальную точ-
ность вычислений n,i n,iu tol, i 1, 2, ..., s,    за 

основу берется решение, полученное коллокацион-
ным блочным s+1- точечным методом 

n 1,i ,  i=1,2,…,s 1.   

Рассчитывается новое значение шага new  
 

1
s 1

new n 1
i,i i,i

min fax max, max fax min, ,
u





  
         
           

и по результатам расчета s+1- точечным методом 
формируется новый вектор опорных точек. Если 
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норма вектора расхождений не превосходит задан-
ную локальную точность вычислений, т.е. 

n,i n,itol u , i 1, 2, ..., s      , за основу берется 

решение, полученное коллокационным блочным s- 
точечным методом n,iu ,  i=1,2,…,s.  Новый шаг 

new и новый вектор опорных точек формируется по 
результатам расчета s - точечным методом. Если 
полученное решение не обеспечивает заданную ло-
кальную точность, от шага необходимо отказаться, 
сократив его на величину, задаваемую параметром 
faxmin. В качестве максимальных коэффициентов 
увеличения шага facmax и уменьшения faxmin, па-
раметра  , а также начальной длины шага прини-
маются значения, описанные в [9 - 10]. 

 

3. Управление шагом  
при интегрировании многошаговыми 

блочными методами 
 

Параллельное управление шагом для задачи (1) 
многошаговым коллокационным блочным методом 
(3) с числом опорных точек m и расчетных s не бу-
дет иметь принципиальных различий с подходами, 
рассмотренными в п. 2. Однако возникает необхо-
димость в формировании начальных данных для 
расчета очередного блока значений. 

jpm s
(0) (l) (l)l

n, j n,0 i, j n 1,i i, j n,i
i=1 l 0 i=1

u u b F a F .


      
  

(3)  

Для выполнения следующего шага нужно 
обеспечить доступ каждого процессора к значениям 
правых частей в опорных точках блока. Кроме того, 
для осуществления итераций по (3) в каждом i–ом 
процессоре, обеспечивающем вычисления s точеч-
ным m шаговым методом, должны быть размещены 
соответствующие коэффициенты 

i, j i,la , b ,  i=1,2,…,s,  j 1,2,...,s, l 1,2,...,m  ,  

а также значения элементов векторов правых частей 
системы в m точках предшествующего блока, кото-
рые будут считаться начальными для следующего. 
Для группы процессоров, которые формируют ре-
шение s+1 точечным методом, соответствующие 
коэффициенты  

i, j i,la , b ,  i=1,2,…,s 1, j 1,2,...,s 1, l 1,2,...,m    . 

Поскольку максимальный порядок p аппрокси-
мации рассматриваемого m-шагового s-точечного 
разностного метода, который равен 2m s 1  , не 
обеспечивает абсолютной устойчивости метода [11], 
при генерации расчетных коэффициентов необхо-
димо сократить предельное значение, введя пара-
метр q<p. Тогда, в зависимости от значения нормы 
вектора расхождений, будет изменяться расчетная 
схема определения шага интегрирования. Если нор-
ма вектора расхождений не превосходит заданную 

глобальную точность вычислений  

n,i n,iu tol, i 1, 2, ..., s,  
 

за основу берется решение, полученное коллокаци-
онным блочным s+1 - точечным методом 

n 1,i ,  i=1,2,…,s 1.   

Рассчитывается новое значение шага new  с 
поправкой на порядок q аппроксимации рассматри-
ваемого m-шагового s-точечного разностного мето-
да, и по результатам расчета s+1-точечным m-
шаговым методом формируется новый вектор опор-
ных точек. Если норма вектора расхождений не пре-
восходит заданную локальную точность вычисле-
ний, т.е. n,i n,itol u , i 1, 2, ..., s      , за основу 

берется решение, полученное коллокационным 
блочным s - точечным m - шаговым методом. Рас-
считывается новое значение шага new , и новый 
вектор опорных точек формируется по результатам 
расчета s-точечным m-шаговым методом. Если по-
лученное решение не обеспечивает заданную ло-
кальную точность, происходит отказ от шага. 

 

4. Реализация тестовых задач на основе 
алгоритмов управления, основанных  

на блочных методах 
 

В качестве тестовой рассматривается задача [12] 
1 1 2

2 1 2

3 3 4

2 3 4

x ' x x ,
x ' 1000x x ,
x ' 100x x ,
x ' 10000x 100x

  

  
  

  

  (4) 

на интервале [0, 2] c начальными условиями: 
1 2 3 4x (0) 1, x (0) 0, x (0) 1, x (0) 0.     

На графиках (рис. 2 а, б) показано поведение 
численного решения и распределения глобальных 
погрешностей. Разделение компонент 1 2 3x , x , x  и 

4x  выполнено из-за принципиально разного мас-
штаба решения.  

Из численного решения видно, что погранич-
ный слой этой системы расположен в начале интер-
вала интегрирования, этим объясняются и малые 
размеры шагов, полученные с помощью параллель-
ной реализации алгоритма управления шагом, по-
строенного на основе одношаговых коллокацион-
ных блочных методов (рис. 3). Данные вычисли-
тельного эксперимента говорят о том, что автомати-
ческое управление длиной шага и порядком парал-
лельного коллокационного блочного метода дейст-
вительно работает на практике и позволяет решать 
задачу (1) за короткое время и с приемлемой точно-
стью.  

Также в работе рассматривались реализации на 
основе одношаговых коллокационных блочных 
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методов с числом расчетных точек 2 и 3, и 
многошаговых с числом опорных точек 2 и 
расчетных 3 и 4 (рис. 4). 

 

0.5 1.0 1.5 2.0
t

�8
�6
�4
�2

2
4
6

x1, x2, x3

 
a 

0.5 1.0 1.5 2.0
t

�30
�25
�20
�15
�10
�5

x4

 
б  

Рис. 2. Численное решение системы (4) 
 

 
  

Рис. 3. Вариация шага для системы (4) с числом 
расчетных точек 2 и 3 

 
 

Рис. 4.  Вариация шага для системы (4)  
с числом расчетных точек 3 и 4 

 

Заключение 
 

В работе приведены параллельные алгоритмы 
управления шагом интегрирования для решения 
жестких систем, основанные на коллокационных 
одношаговых и многошаговых блочных методах со 

старшими производными. В разработанных алго-
ритмах локальные погрешности определяются и 
сопоставляются во всех коллокационных точках 
блока, в отличие от стадийных методов, где стадии, 
как правило, не совпадают, и сравнение ведется 
только по одной конечной расчетной точке. Парал-
лельный счет осуществляется в пределах одного 
цикла для всех точек блоков с размерностями s и 
s+1. Две нити вычислений реализовываются незави-
симо, и необходимость в обменах возникает только 
после получения конечных результатов для блоков 
расчетных точек. Построение процедуры управле-
ния шагом позволяет продвигаться сразу на s или на 
s+1 расчетную точку в зависимости от нормирован-
ных величин расхождений, полученных при форми-
ровании очередного блока, что обеспечивает соот-
ветствующую величину ускорения даже при после-
довательной реализации. Введение дополнительных 
производных позволило значительно повысить по-
рядок аппроксимации, не прибегая к наращиванию 
размерности системы, как это происходит при ис-
пользовании  многостадийных методов. 

На известных тестовых задачах выполнена па-
раллельная реализация всех предложенных в разде-
ле алгоритмов управления шагом. В качестве тесто-
вых выбирались плохо обусловленные, быстроос-
циллирующие, жесткие задачи. Также численные 
эксперименты проводились на тестах, позволяющих 
сформировать систему обыкновенных дифференци-
альных уравнений любой размерности. Параллель-
ное управление шагом осуществлялось на двух ли-
нейках процессорных элементов. В качестве размера 
шага выбирался максимально возможный, обеспе-
чивающий с учетом гарантийных факторов локаль-
ную точность. Полученные характеристики парал-
лелизма свидетельствуют о высоких скоростных 
свойствах разработанных методов и способности 
получать решение с заданной точностью. 
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КЕРУВАННЯ КРОКОМ ІНТЕГРУВАННЯ ПРИ ПАРАЛЕЛЬНІЙ РЕАЛІЗАЦІЇ УЗАГАЛЬНЕНИХ 
КОЛОКАЦІЙНИХ БЛОКОВИХ МЕТОДІВ 

О. А. Дмитрієва 
У роботі розглядаються питання побудови паралельних алгоритмів керування кроком інтегрування 

при розв’язанні задачі Коші для систем звичайних диференціальних рівнянь. Алгоритми будуються на бага-
токрокових колокаційних блокових методах зі старшими похідними, що забезпечує векторизацію процедури 
одержання розв’язку. Запропоновано паралельні алгоритми керування кроком і порядком інтегрування для 
розв’язання жорстких систем, засновані на колокаційних однокрокових і багатокрокових блокових методах 
зі старшими похідними. У розроблених алгоритмах локальні похибки визначаються й зіставляються у всіх 
колокаційних точках блоку, на відміну від стадійних методів, де стадії, як правило, не збігаються, і порів-
няння ведеться тільки по одній кінцевій розрахунковій точці. Обчислення реалізуються незалежно, і необ-
хідність в обмінах виникає тільки після одержання кінцевих результатів для блоків розрахункових точок. 

Ключові слова: задача Коші, крок інтегрування, показники паралелізму, блок, точки колокації, поря-
док апроксимації 

 

INTEGRATION STEP CONTROL IN PARALLEL IMPLEMENTATION OF GENERIC  
COLLOCATION BLOCK METHODS 

O. A. Dmitrieva 
The issues of parallel algorithms of the integration step control for solving the Cauchy problem for systems 

of ordinary differential equations are considered in the paper. The algorithms are based on collocation multistep 
block methods with higher derivatives, which provides vectoring of the procedures for obtaining solutions. The par-
allel algorithms for controlling the step and order of integration for solving stiff systems based on one-step and mul-
tistep collocation block methods with higher derivatives are proposed. In the developed algorithms the local errors 
are detected and compared in all collocation points of the block, in contrast to phasic methods wherein steps gener-
ally do not coincide, and the comparison is carried out only on one calculation end point. Calculations are imple-
mented independently, and the need for exchanges occurs only after the final results for blocks of the calculation 
points.  

Key words: Cauchy problem, integration step, rates of parallelism, the block, collocation points , the order of 
approximation 
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