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Предложена многомерная вероятностная модель для описания совместного распределения негауссо-
вых данных на базе многомерного варианта усеченного нормального закона распределения. Описана 
методика оценки параметров модели и формирования уравнений границ, задающих подпространство 
усечения, при наличии корреляционных взаимосвязей компонент случайного вектора наблюдений. При-
ведены результаты аппроксимации с использованием предлагаемой модели двумерных случайных вели-
чин, маргинальные распределения которых существенно отличаются от нормального вида. Показано, 
что данная модель может быть использована для аналитического описания совместного распределе-
ния коррелированных случайных данных, в т.ч., если отдельные компоненты вектора наблюдений ха-
рактеризуются различными законами распределения. 
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Введение 
 

В системах автоматического обнаружения объ-
ектов, распознавания образов и диагностики состоя-
ний широко распространены статистические прави-
ла принятия решений, основанные на формировании 

отношения правдоподобия  xL uv


 и сравнении его 

(или его логарифма) с некоторым порогом в соот-
ветствии с принятым критерием качества [1, 2]: 
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где x


 – p-компонентный вектор наблюдений; 

 kp axf   – значение условной p-мерной плот-

ности распределения вероятности (ПРВ) выборки 
x


 при условии ее принадлежности к классу ka . 

Априорные сведения об исследуемых гене-
ральных совокупностях относятся обычно лишь к 
виду или некоторым общим свойствам закона рас-
пределения (ЗР) исследуемого случайного вектора; 
их получают в результате предварительных иссле-
дований или из теоретических соображений о при-
роде исследуемого объекта. В большинстве случаев 
для формирования описаний объектов используется 
статистическая, выборочная информация, т.е. в от-
ношении правдоподобия подставляют статистиче-
ские оценки ПРВ, получаемые в процессе обучения. 
При этом объем и достоверность информации об 
объектах наблюдения, а также эффективность ис-
пользования этой информации в решающих прави-
лах во многом определяют и достоверность прини-
маемых решений. Одним из способов снижения  

вероятностей ошибок является увеличение количе-
ства классификационных признаков. При этом вы-
воды, получаемые в результате анализа и классифи-
кации множества статистически обследованных (по 
ряду свойств) объектов, должны опираться на сово-
купность этих взаимосвязанных свойств с обяза-
тельным учетом структуры и характера связей. 
Трудности при построении адекватных многомер-
ных статистических моделей обусловлены тем, что 
методология обработки данных при наличии корре-
ляционных связей основывается на предположении 
о нормальности рассматриваемых распределений. В 
то же время исследуемые признаки объектов обыч-
но имеют различную физическую природу, как, на-
пример, амплитуда и фаза сигнала, следовательно, 
формы распределений их вероятных значений могут 
существенно отличаться друг от друга и, в частно-
сти, от нормального ЗР. Так, большинство радиоло-
кационных характеристик объектов дистанционного 
зондирования [3 – 6] имеют негауссовы распределе-
ния в ограниченной области допустимых значений. 

В работе [7] приведена методика получения 
оптимальных оценок параметров усеченных нор-
мальных ПРВ для одномерных маргинальных рас-
пределений компонент вектора наблюдений.  

Целью работы является разработка теоретико-
вероятностной модели вида многомерного варианта 
усеченного нормального ЗР с заданными вектором 
математических ожиданий (МО) m


, корреляцион-

ной матрицей (КМ) R и параметрами усечения, а 
также проверка адекватности разработанной модели 
по результатам аппроксимации негауссовых распре-
делений компонент случайного вектора. 

 И. К. Васильева 
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1. Усеченное нормальное распределение 
совокупности негауссовых данных 

 
Распределения реальных многоканальных дан-

ных зачастую имеют негауссов вид. Даже при до-
пущении о нормализации ЗР наблюдений в силу 
центральной предельной теоремы нельзя исключить 
нелинейность, вносимую при приеме информации, 
что проявляется в изменении вида и параметров на-
блюдаемого распределения. Тем не менее, в практи-
ческих задачах обработки многоканальной инфор-
мации обычно используют модели многомерных 
нормальных совокупностей вида [1, 8]: 

        



   mxmx

2
1exp2xf 1212p 

RR , (1) 

где m


 – вектор МО данных наблюдений в p-мерном 
пространстве X; 

R – корреляционная матрица, элементы которой 
 jiijr   – центральные моменты второго порядка, 

образованные компонентами случайного вектора x


,  
где i  – среднеквадратическое отклонение (СКО); 

rij – коэффициент корреляции между i-й и j-й 
компонентами случайного вектора. 

С одной стороны, такой подход упрощает 
оценку параметров ЗР и дает возможность учесть в 
модели наличие взаимных корреляционных связей 
между данными в различных каналах, но с другой – 
ухудшает качество аппроксимации эмпирических 
распределений, соответственно, при этом теряется 
информация о свойствах объекта наблюдения. 

Если вид маргинальных ПРВ с допустимой 
степенью приближения нельзя признать нормаль-
ным, для аппроксимации распределений многомер-
ных данных применяют многопараметрические ЗР, 
основанные на нелинейных преобразованиях нор-
мальных случайных величин [4]. 

Как альтернатива применению нелинейных 
преобразований в работе [7] предложена модель на 
базе усеченного нормального распределения. Мар-
гинальные одномерные ПРВ при этом имеют вид 
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где  jjj ,m;xN   – ПРВ нормального закона с па-

раметрами jm , j ; 

jC  – константа, определяемая из условия норми-

ровки ПРВ на интервале усечения [a, b]: 

      b

a jjjjjjj dx,m;xN1b,a,,mCC . (3) 

Значения МО и СКО усеченного нормального 
ЗР должны обеспечивать наилучшее совпадение 
кривых эмпирического распределения и аппрокси-
мирующей модели (2); для получения оценок этих 
параметров используется оптимизационный подход, 

а целевая функция формируется по методу наи-
меньших квадратов и с учетом ограничений на до-
пустимые значения параметров ( j  > 0).  

Модель (2) можно обобщить на многомерный 
случай, при этом p-мерный усеченный нормальный 
ЗР  xN p

  будет полностью описан следующими 

параметрами: 
– вектором m


, составленным из МО усечен-

ных нормальных ПРВ компонент  jx , j = 1…p; 

– выборочной корреляционной матрицей R; 

– векторами a


= ja  и b


= jb , определяю-

щими координаты границ интервалов усечения для 
каждой компоненты  jx , j = 1…p. 

Таким образом, многомерную модель на базе 
усеченных нормальных ЗР можно записать в виде 
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где  R,m;xN p


 – многомерное нормальное рас-

пределение с параметрами m


 и R; 
C  – обобщенная константа нормировки: 

   p
1j jCC ; (5) 

D  – (p + 1)-мерное подпространство усечения, 
границами которого являются гиперплоскости, оп-
ределяемые системами уравнений: 
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Влияние корреляционных связей проявляется в 
преобразовании системы координат: повороте и 
масштабировании координатных осей; при этом 
углы поворота определяются матрицей собственных 
векторов Φ  КМ, а коэффициенты масштаба находят 

как j , где  j  – собственные значения КМ R. 

Т.о., чтобы задать подпространство усечения 
D  в новой системе координат необходимо: 

– привести a


 и b


 к стандартному виду: 

  jjj
)0( maa 


;   jjj

)0( mbb 


; 

– получить матрицу линейного преобразова-
ния корреляции [8]: 

 jdiag ΦA ; 

– определить координаты границ областей 
усечения компонент в преобразованной системе: 

mag )0( 
 A ; mbq )0( 

 A ; 

– сформировать уравнения границ D : 
     0gxxj   

Φ ;      0qxxj   
Φ . 

В результате, многомерная область усечения 
модели (4) определяется как непустое множество, 
удовлетворяющее системе неравенств-ограничений: 

     p1j ;0x ;0xRxD jj
p 

 .  
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Для примера рассмотрены двумерные модели 
(4). ПРВ компонент с параметрами 1m = 0, 1 = 0,8, 

1a = 0, 1b = 2 и 2m = 2,5, 2 = 1, 2a = 1, 2b = 3 пока-

заны на рис. 1, а; корреляционные эллипсы, границы 
области D  и совместные распределения (4) для раз-
личных значений коэффициента 12r  – на рис. 1(б, в), 

3, 4. Рис. 2 иллюстрирует трансформацию области 
усечения, обусловленную корреляционными связя-
ми компонент случайного вектора. 

а  

 
б  

 
в 

Рис. 1. Случайный вектор, компоненты которого  
описываются усеченными нормальными ПРВ: 
а – маргинальные ПРВ; б – корреляционный 

эллипс и границы области усечения при 12r = 0; 

в – вид результирующего двумерного ЗР 
 2121122121212 b,b,a,a,r,,,m,m;x,xN   

 
Рис. 2. Трансформация исходной области усечения 
в результате преобразования корреляции, 12r = 0,5 

 
а 

 
б 

Рис. 3. Влияние корреляционной зависимости 
между компонентами случайного вектора  21 x,x  

на вид совместного усеченного распределения 
(маргинальные ПРВ такие же, как на рис. 1, а): 
а – корреляционный эллипс и границы области 
усечения при 12r = 0,5; б – вид двумерного ЗР 
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а 

 
б 

Рис. 4. Совместное усеченное распределение при 
наличии отрицательной корреляционной связи 

между компонентами случайного вектора  21 x,x  

(маргинальные ПРВ такие же, как на рис. 1, а): 
а – корреляционный эллипс и границы области 
усечения при 12r = –0,8; б – вид двумерного ЗР 

 
Модели (2), (4) позволяют путем выбора опти-

мальных значений параметров jm  и j  изменять 

форму кривой нормального ЗР с нулевыми асим-
метрией 1  и эксцессом 2  [8, 9], что дает возмож-

ность с достаточной степенью приближения описы-
вать как асимметричные ЗР, так и распределения, 
характеризующиеся отличной от нормального зако-
на крутизной подъема кривой ПРВ.  

Так, для равномерного ЗР 1  = 0, 2  = –1,2. 

Вид маргинальных ПРВ (2), аппроксимирующих 
равновероятные распределения компонент  1xf  и 

 2xf , показан на рис. 5, а. Параметры модели (2), 

соответственно, – 1m = 0,5, 1 = 4, 1a = 0, 1b = 1 и 

2m = 2,5, 2 = 4,1, 2a = 2, 2b = 3. Двумерные моде-

ли (4) для случаев 12r = 0 (отсутствие корреляции), 

12r > 0 и 12r < 0 изображены на рис. 5, б – г. 

 
а 

 
б 

 
в 

 
г 

Рис. 5. Аппроксимация двумерного  
равновероятного распределения:  

а – маргинальные ПРВ, представляющие собой 
усеченные нормальные ПРВ; б – 12r = 0; 

в – 12r = 0,5; г – 12r = –0,8 
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Для экспоненциального ЗР 1  = 2, 2  = 6, т.е. 

мода распределения сдвинута влево, а кривая ПРВ 
имеет более высокую и острую вершину по сравне-
нию с нормальной. На рис. 6, а показаны марги-
нальные ПРВ (2), аппроксимирующие экспоненци-
альные распределения компонент  1xf  и  2xf  

случайного вектора. Значения параметров модели 
(2) при этом составили: 1m = –1,5, 1 = 1, 1a = 0, 

1b = 2 и 2m = –2, 2 = 1,5, 2a = 0, 2b = 2.  

На рис. 6, б изображено совместное распреде-
ление некоррелированных компонент 1x  и 2x , а на 

рис. 6, в – вид двумерного распределения с учетом 
корреляционных связей между компонентами. 
 

 
а 

 
б 

 
в 

Рис. 6. Аппроксимация экспоненциального ЗР:  
а – маргинальные усеченные нормальные ПРВ;  

б – 12r = 0; в – 12r = 0,5 

Достоинством модели (4) является возмож-
ность адекватного формального описания совмест-
ного распределения коррелированных компонент с 
различными законами распределения.  

В качестве примера предложен двумерный 
случай; когда одна составляющая вектора ( 1x ) име-

ет экспоненциальное, а вторая ( 2x ) – нормальное 

распределение (рис. 7, а). Параметры модели (2), 
аппроксимирующей маргинальные ПРВ, имели сле-
дующие значения: 1m = –1,5, 1 = 1, 1a = 0, 1b = 2 и 

2m = 1,5, 2 = 4, 2a = 1, 2b = 2. Двумерная «разно-

компонентная» ПРВ для двух значений коэффици-
ента корреляции 12r  показана на рис. 7, б, в. 

 

 
а 

 
б 

 
в 

Рис. 7. Аппроксимация разнокомпонентного ЗР:  
а – маргинальные усеченные нормальные ПРВ;  

б – 12r = 0; в – 12r = –0,8 
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2. Проверка адекватности модели 
 

Численное интегрирование усеченных двумер-
ных нормальных ПРВ (4) подтвердило выполнение 
условия их нормировки на области усечения D : 

  
D 21212 1dxdxx,xN . 

Форма корреляционных эллипсов (см. рис. 3, 4) 
соответствует заданным корреляционным связям 
между компонентами случайных векторов. Для про-
верки адекватности описания одномерных марги-
нальных распределений  jxf  усеченными нор-

мальными ПРВ был проведен расчет значений кри-
терия eJ  – среднеквадратичной ошибки аппрокси-

мации ПРВ  jxf  в точках jx , j = 0…М (М = 15): 

        M
0j

2
jje xfxNJ .  

В качестве аппроксимируемых негауссовых 
распределений были выбраны экспоненциальный  
(λ = 1) и равномерный (a = 0, b = 1) ЗР. Для сравне-
ния приведены результаты аппроксимации этих ЗР 
нормальными ПРВ  xN  с соответствующими зна-

чениями параметров m и σ:  
– экспоненциальный ЗР 

 1m ; 

– равновероятный ЗР 

  2bam  ,   12ab  . 

Оценки параметров моделей вида усеченных 
нормальных ПРВ  xN  были найдены как решение 

задачи минимизации функции критерия eJ  с учетом 

ограничений на значения параметров (σ > 0) [10]. 
Вид моделей  xN  и  xN  показан на рис. 8. 

 
а 

 
б 

Рис. 8. Аппроксимация негауссовых распределений 
нормальными и усеченными нормальными ПРВ: 
а – экспоненциальный ЗР; б – равномерный ЗР 

В табл. 1 приведены оценки параметров модели 

 xN (запись  CxN  означает наличие дополни-

тельного ограничения – С < 1000), параметры нор-
мальных ПРВ  xN , а также значения критерия eJ .  

Полученные результаты дают основание счи-
тать модель  xN p  приемлемой для описания со-

вместных распределений многоканальных данных. 
Таблица 1 

Результаты проверки адекватности моделей  

Модель a b m σ С eJ  

Экспоненциальный ЗР, λ = 1 
 xN  0 4 –25,04 5,15 1,75·106 7,35·10–4 

 CxN  0 4 –10,15 3,37 785,75 1,77·10–3 

 xN  – – 1 1 – 0,904 

Равномерный ЗР, a = 0, b = 1 
 xN  0 1 0,5 4 10,05 1,12·10–4 

 xN  – – 0,5 0,289 – 2,45 

 
Заключение 

 
Распространенная на практике модель много-

мерного нормального распределения, несмотря на 
очевидные достоинства, не является адекватной, 
если реальное распределение описываемых данных 
хотя бы в одном из каналов наблюдения имеет нега-
уссов вид. Усеченные нормальные ЗР более точно 
аппроксимируют распределения, существенно от-
клоняющиеся от нормального вида как по характе-
ристикам асимметрии, так и эксцесса. Большая сте-
пень универсальности модели на базе усеченных 
нормальных ПРВ достигается за счет большего ко-
личества параметров. В многомерном случае пара-
метрами предлагаемой модели являются: вектор 
математических ожиданий компонент m


, корреля-

ционная матрица R =   ppjiijr  , векторы коорди-

нат границ интервалов усечения g


 и q


, константа 

нормировки С. Оценки параметров  jm ,  j  на-

ходят путем оптимизации целевой функции (суммы 
квадратов отклонений аппроксимируемого распре-
деления и модели) с ограничением на допустимую 
область поиска. Константу С рассчитывают методом 
численного интегрирования. Векторы g


 и q


, а так-

же уравнения, задающие область усечения D , опре-
деляют с использованием линейного матричного 
преобразования корреляции. 

Т.о., усеченный вариант многомерного нор-
мального ЗР позволяет учесть в модели наличие 
взаимных корреляционных связей между данными в 
различных каналах; точность аппроксимации мар-
гинальных одномерных распределений при этом на 
3 – 4 порядка выше, чем в модели без усечения. 
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ІМОВІРНІСНА МОДЕЛЬ БАГАТОКАНАЛЬНИХ НЕГАУСОВИХ ДАНИХ  
НА БАЗІ БАГАТОВИМІРНОГО ВАРІАНТУ ЗРІЗАНОГО НОРМАЛЬНОГО РОЗПОДІЛУ 

І. К. Васильєва 

Запропоновано багатовимірну імовірнісну модель для опису сумісного розподілу негаусових даних на 
базі багатовимірного варіанту зрізаного нормального закону розподілу. Описано методику оцінювання па-
раметрів моделі та формування рівнянь границь, що задають підпростір зрізання за наявності кореляційних 
взаємозв’язків компонент випадкового вектора спостережень. Наведено результати апроксимації із викорис-
танням запропонованої моделі двовимірних випадкових величин, маргінальні розподіли яких суттєво відріз-
няються від нормального виду. Показано, що надана модель може використовуватись для аналітичного опи-
су сумісного розподілу корельованих випадкових даних, у т.ч., якщо окремі компоненти вектора спостере-
жень характеризуються різними законами розподілу. 

Ключові слова: апроксимація, імовірнісна модель, багатовимірний закон розподілу, зрізаний нормаль-
ний розподіл, параметри розподілу, кореляційне перетворення, цільова функція. 
 

MULTICHANNEL NONGAUSSIAN DATA PROBABILISTIC MODEL  
ON THE BASIS OF TRUNCATED MULTINORMAL DISTRIBUTION 

I. K. Vasilyeva 

The multivariate probabilistic model for description of nongaussian data simultaneous distribution on the basis 
of truncated multinormal distribution is proposed. Techniques of the model parameters estimation as well as bound-
ary equations formation specifying truncation subspace involving correlations between components of a random 
vector of observations are described. The results of the approximation using proposed model of two-dimensional 
random variates, which marginal distributions differ substantially from the normal one, are presented. It is shown 
that the proposed model can be used in analytic description of correlated statistics simultaneous distribution includ-
ing the case then separated components of the vector of observations are characterized by different distributions. 

Key words: approximation, probabilistic model, multivariate distribution, truncated normal distribution, dis-
tribution parameters, correlating transform, criterion function. 
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