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ИЗОБРАЖЕНИЙ, ОСНОВАННОГО НА ОПТИМИЗАЦИИ  
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Предложен новый метод оценки систематической и случайной погрешностей компьютерных алго-
ритмов обработки цифровых трассерных изображений, который, в отличие от существующих, по-
зволяет применять разработанные в математической статистике способы оценки достоверности 
рассчитанных погрешностей. Проведен сравнительный анализ влияния различных параметров трас-
серных изображений на точность разработанного автором алгоритма, основанного на оптимизации 
реконструированного кадра, и на точность базового и адаптивного кросскорреляционных алгоритмов, 
которые являются наиболее распространенными. 
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1. Характеристика проблемы  

и задачи исследования 
 
Для изучения потоков жидкости и газа часто 

применяют методы трассерной визуализации [1]. 
Информационная технология обработки трассерного 
изображения включает в себя расчетный метод, реа-
лизующий его алгоритм и соответствующее про-
граммное обеспечение. В настоящее время приме-
няются различные алгоритмы, реализующие суще-
ствующие методы обработки изображений трассе-
ров. Как наиболее используемые, можно отметить 
алгоритмы: дискретного сдвига окон DWS, симмет-
ричного CDI [2] и несимметричного FDI [3 – 4] 
смещения элементарных областей разбиения, кор-
рекции изображения CDIC [5]. Все они являются 
развитием базового кросскорреляционного алгорит-
ма [6]. 

В результате компьютерной обработки пары 
цифровых кадров, фиксирующих положения частиц-
трассеров в два близких момента времени, опреде-
ляются компоненты u, v  (для двумерного поля ско-
рости) вектора перемещения :{u, v}D  в K  регу-
лярно расположенных узловых точках. Таким обра-
зом, можно считать, что результат обработки одного 
опыта определяется вектором *K

i i i 1...K:{u *, v *} D  
размерности 2K , компонентами которого являются 
установленные в опыте проекции вектора переме-
щения в узловых точках. Поэтому одним из главных 
критериев оценки качества работы алгоритмов об-
работки трассерных изображений является точность 
определения вектора перемещения. 

Часто при анализе погрешности алгоритмов в 
методе PIV (Particle Image Velocimetry) рассматри-
вают ошибку определения перемещения в каждой 
узловой точке [7 – 9]. Фактически это означает, что 
под отдельным опытом понимается измерение век-
тора перемещения в отдельной точке. Такой подход, 
в основном, используется для анализа точности ал-
горитмов обработки трассерных изображений в слу-
чае однородного модельного поля скорости (ско-
рость постоянна во всей области). Но даже в этом 
случае нельзя гарантировать независимость всех 
измерений, особенно, в тех случаях, когда алгорит-
мы включают фильтрацию и пространственную ап-
проксимацию перемещений. В свою очередь, этот 
факт не позволяет применять разработанные в ма-
тематической статистике методы оценки достовер-
ности рассчитанных погрешностей. 

В работе [1] изложены основы нового метода об-
работки трассерных изображений, основанного на по-
строении реконструированного кадра. Особенностью, 
обеспечивающей этому методу дополнительные пре-
имущества, является взаимосвязь узловых значений 
проекций перемещения. Поэтому при оценке точности 
этого метода нельзя считать погрешности определения 
проекций перемещения в различных точках области 
независимыми. Следовательно, необходимо разрабо-
тать новый подход к анализу точности, позволяющий 
обосновать достоверность оценки на основе развитых 
в математической статистике методов. 

Разработка такого подхода и анализ точности 
нового метода обработки трассерных изображений в 
сравнении с известными, являются основными зада-
чами настоящего исследования. 

 А.Е. Мочалин 
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2. Выражение погрешности  
и достоверность ее определения 

 
Обозначим точные значения перемещений в 

узловых точках через вектор K
i i i 1...K:{u , v } D . В 

этом случае погрешность опыта естественно опре-
делить как вектор 

*K KΔ D D                             (1) 

с компонентами i i i i(u * u ), (v * v ); (i 1...K)   . Ко-
личественную меру этого вектора удобно ввести на 
основе эвклидовой нормы следующим образом:  

2K
2
i

i 1

1 1
Δ

2K 2K 
    .                  (2) 

Определенная таким образом количественная 
мера погрешности представляет собой среднеквад-
ратичное отклонение (СКО) обоих компонент пере-
мещения во всех узловых точках. 

В теории эксперимента вообще [10], и метода 
PIV в частности [11], принято выделять системати-
ческую и случайную составляющие полной погреш-
ности измерения. Систематическая погрешность 
обусловлена постоянными факторами, которые не 
изменяются с течением времени. Для компьютерной 
обработки цифровых трассерных изображений сре-
ди таких факторов можно выделить следующие: 

 концентрация частиц трассеров (число час-
тиц на единицу площади изображения); 

 размер частиц на изображении; 
 соотношение яркости пикселей в пределах 

изображения частиц и в пределах фона; 
 величины измеряемых скоростей и их про-

странственных градиентов; 
 размеры элементарных областей разбиения 

исследуемой области (расчетных элементов) в про-
цессе обработки изображения; 

 особенности алгоритма обработки изобра-
жения. 

Основной особенностью систематических по-
грешностей является их предсказуемость на основе 
соответствующих исследований. 

Систематическую погрешность определяют как 
выборочное среднее для полных ошибок. В нашем 
случае с учетом (2) будем иметь следующее выра-
жение для систематической погрешности: 

s s 2K
2

j i, j
j 1 j 1 i 1

1 1 1
s s 2K  

       ,              (3) 

где s − число опытов; 
*
k, j k

i, j *
k, j k

u u (i 2k 1)
, k 1...K

v v (i 2k)

     
 

 − погреш-

ность определения компоненты перемещения в уз-
ловой точке k [i / 2]  в опыте с номером j . 

Случайными погрешностями называют [10] 
непредсказуемые ни по знаку, ни по величине, либо 
недостаточно изученные погрешности. Они обу-
словлены совокупностью причин, трудно поддаю-
щихся анализу. Их принято характеризовать как 
выборочную среднеквадратичную величину откло-
нений измеренных значений от их выборочного 
среднего. Для нашего случая будем иметь следую-
щую зависимость для определения случайной по-
грешности: 

 
s 2

j
j 1

1
s 1 

   
  .                       (4) 

В определении (4) использовано так называе-
мое исправленное СКО [12], которое более удобно с 
точки зрения статистического анализа и отличается 
от СКО множителем s (1 s) , который близок к 
единице уже при умеренном объеме выборки s . 

Формулы (2) − (4) определяют погрешности, 
которые в каждом опыте можно считать независи-
мыми при любом характере анализируемого поля 
скорости. Однако для получения выборки значений 
j погрешностей, рассчитываемых по формуле (2), 
необходимо при фиксированных параметрах, 
влияющих на точность метода, получить и обрабо-
тать достаточное количество s пар трассерных изо-
бражений. 

Согласно выражений (3),(4), рассматриваемые 
нами систематическая и случайная погрешности 
представляют собой выборочное среднее и выбо-
рочное СКО случайной величины − полной погреш-
ности , определяемой равенством (2). Их значения 
зависят от объема выборки − числа опытов s . В 
этом смысле истинными оценками систематической 
и случайной погрешностей являются соответственно 
математическое ожидание m  и СКО   случайной 
величины , которые можно определить только на 
основе истинного закона распределения, который 
нам неизвестен. Мы можем только с большой долей 
достоверности сделать предположение о характере 
этого закона. Предельная теорема (Ляпунова) [12] 
утверждает, что случайная величина, которую мож-
но представить как сумму большого числа незави-
симых случайных величин, каждая из которых в 
отдельности не вносит решающего вклада в значе-
ние этой величины, имеет нормальный закон рас-
пределения. Рассматриваемая нами погрешность  
содержит вклады многих факторов, только часть из 
них, представляющая для нас наибольший интерес, 
была перечислена выше. Поэтому в дальнейшем 
анализе будем считать, что  подчиняется нормаль-
ному закону распределения. 
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Выше было отмечено, что наиболее достовер-
ной оценкой систематической погрешности является 
математическое ожидание (МО) полной погрешно-
сти, выборочной оценкой которого является вели-
чина  . На основе теоремы Фишера [13], в случае 
нормального распределения ошибки  , мы можем 
по выборке j ( j 1...s)   определить доверительный 

интервал для МО m , на основании которого мы 
сможем судить о точности оценки систематической 
погрешности величиной   при заданном значении 
числа опытов s . 

По теореме Фишера величина, которую в при-
нятых нами обозначениях можно записать как 

  2
sM m   


,                         (5) 

имеет распределение Стьюдента (s 1)S  с числом 
степеней свободы (s 1) . Следовательно, задавшись 
значением доверительной вероятности (1 ) , мож-
но вычислить доверительный интервал 

min max[m ; m ]  , который с вероятностью (1 )  на-
крывает неизвестное математическое ожидание m . 
Для границ доверительного интервала имеем сле-
дующие выражения [13]: 

2
minm t (s 1)

s 


    ; 

2
maxm t (s 1)

s 


    ,                   (6) 

где t (s 1)   − квантиль уровня 1 2    распре-

деления Стьюдента (s 1)S , для определения кото-
рой имеются соответствующие таблицы. 

Из равенств (6) следует, что величина: 

2
t (s 1)

s 


   ,                        (7) 

представляет собой точность оценки систематиче-
ской погрешности величиной  , определяемой вы-
ражением (3) по выборке j ( j 1...s)  , с вероятно-

стью (1 ) .  
Выборочной оценкой случайной погрешности 

является СКО  , определяемое формулой (4). Точ-
ность такой оценки зависит от того, насколько мо-
жет эта величина отклоняться от СКО   нормаль-
но распределенной величины  . Из упомянутой 
выше теоремы Фишера следует, что величина 

2

2
(s 1)D


 



                                (8) 

имеет распределение 2 (s 1)  . Отсюда следует [13] 

доверительный интервал min max[ ; ]    для СКО 
нормально распределенной величины  , границы 
которого определяются зависимостями: 

min (s 1)
x (s 1)



  


; 

max

1

(s 1)
x (s 1)



  


,                     (9) 

где x (s 1)   и 1x (s 1)   − квантили уровней 

1 2    и 1 2     распределения хи-квадрат с 
(s 1)  степенями свободы; 

(1 )  − доверительная вероятность.  
На основе равенств (9) можно получить сле-

дующее выражение для максимального значения 
относительной ошибки определения случайной по-
грешности по выборке объемом s : 

(s 1)1 max 1 ,
x (s 1)






     
 

  

1

(s 1) 1
x (s 1)

 
 

.                      (10) 

На рис. 1 представлен график изменения мак-
симального значения   в зависимости от числа 
опытов s . 

 

 
 

Рис. 1. Зависимость максимальной относитель-
ной ошибки в определении случайной погрешности 

как выборочного СКО от числа опытов:  
1 − 0,05  ; 2 − 0,1  ; 3 − 0, 2   

 
3. Сравнительный анализ точности  
алгоритмов обработки изображений 

 
Рассмотрим влияние различных параметров 

трассерных изображений на величину системати-
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ческой и случайной погрешности алгоритмов об-
работки.  

Для сравнения использовались:  
разработанный нами алгоритм реконструиро-

ванного изображения [1],  
стандартный кросскорреляционный алгоритм$ 
результаты программы EDPIV, разработанной 

доктором университета Миссисипи Личуан Гуи (по 
сути данное ПО основывается на адаптивном кросс-
корреляционном алгоритме).  

Для исследования поведения систематической 
и случайной погрешности компьютерных алгорит-
мов обработки трассерных изображений, в зависи-
мости от различных параметров, использовались 
синтетические кадры, полученные программой SIG 
[14] (данное программное обеспечение использова-
лась для тестирования различных алгоритмов на 
международных конференциях, посвященных мето-
ду PIV). 

В соответствии с равенством (10), для того, 
чтобы с доверительной вероятностью 80% можно 
было определить случайную погрешность с точно-
стью 20%, каждый раз обрабатывались 30 пар трас-
серных изображений. 

Для оценки систематической и случайной по-
грешности использовались однородные течения. 

Рассматривая графики на рис.2 (а), можно ска-
зать, что диаметр трассера оказывает существенное 
влияние на систематическую погрешность стан-
дартного кросскорреляционного алгоритма. В то же 
время, метод, основанный на оптимизации реконст-
руированного изображения, показывает наилучшие 
результаты. Случайная погрешность базового 

кросскорреляционного алгоритма так же заметно 
зависит от диаметров частиц. Остальные из сравни-
ваемых алгоритмов подвержены влиянию данного 
фактора очень слабо (рис. 2(б)). 

На рис. 3. мы видим, что дробное смещение 
трассеров практически не влияет на точность, раз-
рабатываемого нами метода. Вместе с этим, стан-
дартный и адаптивный кросскорреляционные алго-
ритмы обработки в той или иной мере проявляют 
зависимость от дробного смещения частиц - трассе-
ров.  

Особенно ярко это проявляется при дробном 
смещении частиц близкому к 0,5 пикселя. Это мож-
но объяснить неточностью используемых методов 
подпиксельной интерполяции. 

Основываясь на данных, представленных гра-
фически на рис.4, мы можем сделать вывод, что для 
нормальной обработки трассерных изображений 
кросскорреляционными алгоритмами необходимо, 
чтобы в элементарной области разбиения находи-
лось не менее тринадцати трассеров, в тоже время 
методу, основанному на оптимизации реконструи-
рованного изображения достаточно 5 частиц. 

В целом можно утверждать, что адаптивные 
кросскорреляционные алгоритмы обработки рабо-
тают существенно точнее стандартного. Но при 
этом, их точность зависит от различных параметров 
трассерных изображений. Поэтому довольно пер-
спективным, на этом фоне, оказывается алгоритм, 
основанный на построении реконструированного 
изображения, который, обладая большой точностью, 
практически не подвержен влиянию тех самых па-
раметров трассерных кадров. 

  

 
 

Рис. 2. Зависимость систематической (а) и случайной (б) погрешностей от диаметра трассеров:  
1 – стандартный кросскорреляционный алгоритм; 2 – адаптивный кросскорреляционный алгоритм;  

3 – алгоритм, основанный на оптимизации реконструированного изображения 
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Рис. 3. Зависимость систематической (а) и случайной (б) погрешностей от дробного смещения трассеров: 
1 – стандартный кросскорреляционный алгоритм; 2 – адаптивный кросскорреляционный алгоритм;  

3 – алгоритм, основанный на оптимизации реконструированного изображения 
 

 
 

Рис. 4. Зависимость систематической (а) и случайной (б) погрешностей от количества трассеров в элемен-
тарной области разбиения: 1 – стандартный кросскорреляционный алгоритм; 2 – адаптивный кросскорреля-

ционный алгоритм; 3 – алгоритм, основанный на оптимизации реконструированного изображения 
 

Выводы 
 
Используемые в настоящее время методы 

оценки точности компьютерных алгоритмов обра-
ботки цифровых трассерных изображений, позво-
ляют рассчитать систематическую и случайную по-
грешность по одной паре кадров, при этом рассмат-
ривают ошибку определения перемещения в каждой 
узловой точке. Это в свою очередь накладывает ряд 
ограничений, так как мы не можем гарантировать 
независимость всех найденных векторов перемеще-
ния в пределах одной пары изображений, особенно 
при использовании современных алгоритмов обра-
ботки, включающих в себе фильтрацию и интерпо-
ляцию. Поэтому для исследования точности алго-
ритмов обработки трассерных изображений целесо-
образно использовать метод, в котором системати-
ческая и случайная погрешность определяются не 
по одной паре изображений, а по их выборке опре-
деленного объема, полученной методом Монте – 
Карло. Это позволяет не только находить погреш-
ность, но и, применяя методы, разработанные в ма-

тематической статистики, иметь возможность оце-
нить достоверность рассчитанных погрешностей.  

Проведенный анализ влияния таких важных 
характеристик трассерных изображений, как диа-
метр частиц, количество частиц в элементарной об-
ласти разбиения, и дробное смещения трассеров на 
точность различных компьютерных алгоритмов по-
казал, что метод обработки, основанный на по-
строении реконструированного изображения, имеет 
наименьшую систематическую погрешность. При 
этом он в наименьшей мере зависит от различных 
параметров, определяющих качество трассерных 
изображений, что обосновывает возможность сни-
жения требований к регистрирующей аппаратуре. 
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ОЦІНКА ТОЧНОСТІ АЛГОРИТМУ ОБРОБКИ ЦИФРОВИХ ТРАСЕРНИХ ЗОБРАЖЕНЬ,  
ЗАСНОВАНОГО НА ОПТИМІЗАЦІЇ РЕКОНСТРУЙОВАНОГО ЗОБРАЖЕННЯ 

О.Є. Мочалін 
Запропоновано новий метод оцінки систематичної і випадкової похибок комп'ютерних алгоритмів об-

робки цифрових трасерних зображень, який, на відміну від існуючих, дозволяє застосовувати розроблені в 
математичній статистиці способи оцінки достовірності розрахованих похибок. Проведено порівняльний 
аналіз впливу різних параметрів трасерних зображень на точність розробленого автором алгоритму, засно-
ваного на оптимізації реконструйованого кадру, і на точність базового та адаптивного кроскореляційнних 
алгоритмів, які є найбільш поширеними. 

Ключові слова: систематична похибка, випадкова похибка, математичне очикування, середньоквадра-
тичне відхилення, трасерне зображення. 

 
ACCURACY ESTIMATION OF THE ALGORITHM OF DIGITAL TRACER IMAGES  

EVALUATION BASED ON OPTIMIZATION OF THE RECONSTRUCTED IMAGE 
A.Y. Mochalin 

A new method for estimation of bias and random errors of computer algorithms of digital tracer images evalua-
tion is proposed, which, unlike the existing methods, allows the application of developed in mathematical statistics 
approaches for validity analysis of calculated errors. Comparative analysis is carried out of the influence of various 
tracer images parameters on the accuracy of the developed algorithm based on the reconstructed frame optimization 
as on the accuracy of the most popular basic and adaptive cross-correlative algorithms. 

Key words: bias error, random error, probabilistic average, standard deviation, tracer image. 
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