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Рассматривается методика расчета вероятности безотказной работы отказоустойчивых реконфи-
гурируемых многопроцессорных систем, основанная на проведении статистических экспериментов 
с иерархическими GL-моделями поведения ОМС в потоке отказов. Анализируются несколько источни-
ков возникновения погрешности вычислений: методическая погрешность, трансформированная по-
грешность и погрешность округления. Приводятся соотношения для оценки погрешности, позволяю-
щие учесть влияние всех указанных факторов, как каждого в отдельности, так и их совокупности. 
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Введение 

 
Отказоустойчивые реконфигурируемые много-

процессорные системы (ОМС) используются при 
решении важных задач, например, для управления 
сложными объектами. Одним из важнейших требо-
ваний к таким системам является их высокая надеж-
ность. В настоящее время задача разработки эффек-
тивных методов расчета характеристик надежности 
ОМС не решена до конца и представляет научный 
интерес. Расчет надежности, о котором идет речь, 
производится на этапе проектирования системы. В 
качестве основного показателя надежности рассмат-
ривается вероятность безотказной работы системы 
на протяжении определенного промежутка времени. 

Вопросам расчета надежности ОМС уделяется 
много внимания, однако часто рассматриваются не-
которые частные случаи ОМС, для которых зависи-
мость между отказами элементов системы и отказа-
ми системы в целом подчиняется определенному 
закону. Например, в работах [1-3] рассматриваются 
системы, устойчивые к отказам последовательно 
размещенных элементов, и предлагаются соответст-
вующие методы расчета надежности. В [4] рассмат-
риваются двухуровневые отказоустойчивые систе-
мы. В работах [5-7] предлагается метод расчета на-
дежности для произвольных ОМС, основанный на 
проведении статистических экспериментов с GL-
моделями [8].  

GL-модели отражают поведение ОМС при воз-
никновении отказов элементов системы. Входными 
данными для GL-модели являются булевы перемен-
ные, отражающие состояния элементов системы (0 – 
отказ, 1 – исправное состояние). GL-модели факти-
чески отвечают на вопрос, сохраняет ли система ра-

ботоспособность при отказах некоторых ее элемен-
тов. 

В настоящей работе получила дальнейшее раз-
витие методика статистического расчета надежно-
сти на случай ОМС, которые описываются иерархи-
ческими GL-моделями. Вычисления, выполненные 
согласно этой методике, имеют погрешность, и ни-
же учитываются несколько источников возникнове-
ния погрешности: методическая погрешность, 
трансформированная погрешность и погрешность 
округления. 

 
Определения и обозначения 

 
Будем называть иерархическими GL-моделями 

такие, которые могут быть представлены в виде су-
перпозиции других GL-моделей. В данной работе 
подсистемой будем называть подмножество элемен-
тов системы, состояния которых являются входны-
ми данными для некоторой GL-модели в иерархиче-
ской GL-модели ОМС. В пользу необходимости 
введения таких дополнительных понятий говорит 
тот факт, что практически для любой структурно 
или функционально иерархической ОМС можно по-
строить как иерархическую, так и неиерархическую 
GL-модель, и для некоторых неиерархических ОМС 
может быть построена иерархическая GL-модель. 
Следует отметить, что практически всегда иерархия 
модели совпадает со структурной иерархией систе-
мы. Можно сказать, что ОМС, содержащие более 
одной подсистемы уже являются иерархическими. В 
частном случае, на верхнем уровне иерархии может 
быть 0-отказоустойчивая подсистема. 

Пусть S  - некоторая подсистема отказоустой-
чивой многопроцессорной системы, для которой по-
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строена иерархическая GL-модель. Пусть S  содер-
жит n  элементов ie  ( n1i  ). Как уже отмечалось, 
будем обозначать отказ элемента (на протяжении 
определенного промежутка рабочего времени  ) 

0ei  , а исправное состояние – 1ei  . Совокуп-
ность состояний элементов подсистемы S  будем 
обозначать с помощью вектора 

 n21k e,,e,e E , который в дальнейшем бу-
дем называть вектором состояния системы. Количе-

ство различных векторов kE  равно n2N  . Пред-
положим, что все такие векторы пронумерованы, и 

N,,1k   - индекс вектора kE . 
Поскольку в дальнейшем будут использоваться 

рекуррентные соотношения, то следует подчерк-
нуть, что S  для нас будет обозначать систему либо 
подсистему, для которой на текущей итерации про-
изводиться расчет, а ie  будут обозначать состояния 
подсистем iS  или процессоров ix , являющиеся 
входными данными на данном шаге. При этом 
предполагается, что расчет вероятности безотказной 
работы для подсистем iS  был выполнен на преды-
дущем шаге. 

Далее приведем обозначения для вероятност-
ных характеристик системы и её элементов (будем 
считать, что все рассматриваемые характеристики 
рассчитаны для определенного промежутка време-
ни  ):  ixp  – вероятность безотказной работы 
процессора,  ixq  – вероятность отказа процессора 

ix ,  iSp  – вероятность безотказной работы подсис-
темы iS ,  iSq  – вероятность отказа подсистемы iS , 
 iep  – вероятность безотказной работы элемента 

ie ,  ieq  – вероятность отказа элемента ie ,  Sp  – 
вероятность безотказной работы системы или под-
системы S ,  Sq  – вероятность отказа S ,  kp E  – 
вероятность того, что элементы S  находятся в со-
стояниях описанных вектором kE . 

 
1. Расчет вероятности  

безотказной работы ОМС 
 
Довольно часто проще вычислить вероятность 

отказа системы, а затем определить вероятность 
безотказной работы как    Sq1Sp  . 

Для любой ОМС среди всех возможных векто-
ров её состояний существуют такие, что приводят к 
отказу системы, и такие, которые оставляют систему 
работоспособной. Другими словами, имеется опре-
деленная зависимость между отказами или исправ-
ными состояниями элементов системы и отказами 
или исправными состояниями системы в целом. 

Пусть  kE  – индикаторная функция состояния 
системы, причем для удобства составления формул 
  1k  E  или   0k  E , если вектор состояния 

kE  приводит к отказу системы или, соответственно, 
не нарушает её работоспособности. Тогда вероят-
ность отказа системы или подсистемы может быть 
вычислена следующим образом [5-7]: 

    
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kk p)S(q EE  (1) 

где          
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Практически расчет проводится путем выпол-
нения статистических экспериментов с GL-
моделями, то есть формирования в каждом такте 
вектора состояния системы kE , получения значения 
 kE , вычисления  kp E  и накопления суммы. 

Для проведения таких операций требуются специ-
альный источник формирования векторов состояния 
системы, GL-модель ОМС для получения  kE  
и соответствующие вычислительные средства. Для 
иерархических моделей подобный эксперимент яв-
ляется многоэтапным. 

При большом числе элементов системы коли-
чество вычислений в соотношении (1) сильно воз-
растает, что не позволяет выполнить расчеты в при-
емлемое время. Поэтому предлагается проводить 
расчет не для всех возможных векторов состояния 
системы, а для некоторой выборки  , сформиро-
ванной генератором. При этом может быть получено 
оценочное значение искомой характеристики на-
дежности: 

    
k

k k
Nq(S) p
L




  
E

E E , (2) 

где N  – общее количество векторов, 
L  – количество векторов в выборке   (объем 

выборки). 
Как было указано в [5-6] расчет вероятности 

отказа системы может проводиться поэтапно для 
каждой кратности отказа отдельно. В настоящей 
статье мы не будем на этом останавливаться с целью 
упрощения выкладок, так как рекомендованная ме-
тодика может быть применена для каждого этапа 
в отдельности. 

Расчет надежности иерархической ОМС про-
водится от уровня к уровню. На каждом уровне 
с помощью (1) или (2) выполняется расчет надежно-
сти подсистем, и результаты этих вычислений яв-
ляются исходными данными для расчетов, выпол-
няемых на следующем уровне. 

При применении такого рекуррентного подхо-
да если элементом ei системы S является процессор 
xi, то q(ei)=q(xi), если среди элементов системы при-



Відмовостійкі системи 

 

144 

сутствуют подсистемы Si, то q(ei)=q(Si) или 
   ii Sqeq  . Последний случай    ii Sqeq   возни-

кает при получении статистической оценки значе-
ния вероятности отказа подсистемы Si с помощью 
соотношения (2), что приводит к возникновению по-
грешности в исходных данных. 

 
2. Оценка погрешности 

 
В работах [9-11] рассматриваются четыре ис-

точника погрешности расчета: математическая мо-
дель, исходные данные, приближенный метод и ок-
ругления при вычислениях. В нашем случае будут 
рассматриваться три источника: погрешность, свя-
занная с методом (методическая погрешность), по-
грешность исходных данных (трансформированная 
погрешность) и погрешность округления (погреш-
ность математической модели считаем равной ну-
лю). 

Можно показать, что величина )S(q  является 
состоятельной, несмещенной, и имеет нормальное 
распределение при достаточно большом L  [11,12]. 
Таким образом, для оценки методической погреш-

ности      SqSqSqм   расчета надежности 

ОМС можно использовать правило «трех сигм»: 

    P q S q S 3 0.997   , где   D q S  , 
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Приведенное соотношение для расчета диспер-
сии величины )S(q  требует значительных вычисле-
ний, поэтому на практике следует использовать не-
смещенную оценку для дисперсии [11,12]: 
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 (3) 

При вычислении некоторой функции 
 n1 y,,yzz   трансформированная погреш-

ность тz , обусловленная входными погрешностя-
ми iy  аргументов iy , может быть вычислена сле-
дующим образом (с точностью до величин второго 
порядка относительно iy ) [11]: 

 
n

т i
ii 1

zz y
y


  

 . (4) 

Если входные погрешности iy  являются слу-
чайными величинами с математическими ожида-
ниями   ii myM   и стандартами   iiy  , то 
трансформированная погрешность тz  также будет 
случайной величиной с характеристиками: 

 

 

   

 

n

ò i
ii 1

ò ò

2n n
2

ò i ij
i i ji 1 i 1 j i

zM z m ;
y

z D z ;

z z zD z k ,
y y y



  


  



  

   
     

   



 





, (5) 

где ijk  – корреляционные моменты погрешностей 

iy  и jy . 

Погрешность округления вызвана тем, что для 
представления чисел в ЭВМ используется конечное 
число разрядов. Для дифференцируемой функции 

 h1 y,,yzz   погрешность округления оz  
равна [11]: 

 
n

о i
ii 1

zz r
y


  

 , (6) 

где ir  – абсолютные погрешности округления чи-
сел iy . 

Полная погрешность z  равна сумме указан-
ных составляющих погрешностей: 

отм zzzz  . 
Если составляющие погрешности являются не-

зависимыми случайными величинами, то и резуль-
тирующая погрешность будет случайной величиной. 
Для получения математического ожидания и дис-
персии результирующей погрешности достаточно 
сложить математические ожидания и дисперсии со-
ставляющих: 

       отм zMzMzMzM  ; 
       отм zDzDzDzD  . 

При достаточно большом количестве аргумен-
тов полная погрешность z  имеет нормальный за-
кон распределения, и на практике при определении 
максимального значения погрешности используют 
правило «трех сигм»:    z3zMz  . 

На общую погрешность вычисления надежно-
сти системы или подсистемы S  влияют все рас-
смотренные источники погрешности, причем 

       SqSqSqSq отм  . 
При применении статистического метода рас-

чета методическая погрешность  Sqм  является 
случайной величиной, причем функция для получе-
ния статистической оценки подобрана таким обра-
зом, что    0SqM м  . Трансформированная по-
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грешность  Sqт  зависит от случайных погрешно-
стей в исходных данных, поэтому также является 
случайной величиной. Учитывая вышеизложенное, 
можем записать 

        q S M q S 3 D q S     . (7) 

Математическое ожидание рассчитывается, как 
        т оM q S M q S q S     , (8) 

где     
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q S
M q S M q e

q e


   

 , 

величины   ieqM   были определены на предыду-
щем этапе расчета с помощью (8), 
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n

о о i
ii 1

q S
q S q e

q e


  

 ,  о iq e  – погрешно-

сти округления  ieq . 
Соотношение для расчета дисперсии принима-

ет следующий вид: 
         м тD q S D q S D q S     , (9) 

где          
    

2n

т i
ii 1

q S
D q S D q e

q e

 
      

 , 

корреляционные моменты в соотношении (5) равны 

нулю     i j i j
k q e , q e 0


   , поскольку случайные 

величины  ieq  и  jeq  независимы, дисперсии 

  ieqD   были определены на предыдущем этапе 
расчета с помощью (9),   SqD м  определяется с 
помощью соотношения (3). 

В рассматриваемом случае, то есть когда ис-
пользуется иерархическая GL-модель ОМС, появ-
ляются некоторые особенности расчета погрешно-
сти. На нижнем уровне иерархии исходные данные 
– вероятности отказа процессоров  ixp  – не содер-
жат трансформированной погрешности. Следова-
тельно, погрешность вычисления надежности под-
системы нижнего уровня S  содержит только мето-
дическую погрешность и погрешность округления 
(  тq S 0  ). 

Тогда, 
      м оq S q S q S    . (10) 

В приведенных выше соотношениях в качестве 
вычисляемой функции выступает  Sq , определяе-
мая соотношением (1), поэтому  

 

 
     

       

N

k i
i k 1

n

j j j j
j 1
j i

q S
1 2e

q e

1 e q e e 1 q e .







   

    





E

 (11) 

Таким образом, расчет вероятности отказа сис-
темы, описываемой иерархической GL-моделью, 
производится рекуррентным применением соотно-
шений (1) или (2) (в зависимости от количества 
входных переменных). Оценка погрешности для 
подсистем высших уровней выполняется на основа-
нии соотношений (7), (8) и (9), а для подсистем 
нижнего уровня следует учитывать условие (10). 

 
Заключение 

 
В работе предлагается методика расчета веро-

ятности безотказной работы ОМС, в основе которой 
лежит выполнение статистических экспериментов 
с иерархической GL-моделью поведения ОМС в по-
токе отказов. Рассматривается иерархическая мо-
дель системы, подсистемы которой не имеют общих 
элементов. 

Получены соотношения, позволяющие учесть 
влияние различных факторов на погрешность ре-
зультата вычислений: методической погрешности, 
трансформированной погрешности и погрешности 
округления. 
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ОЦІНКА ПОХИБКИ СТАТИСТИЧНОГО РОЗРАХУНКУ НАДІЙНОСТІ ВІДМОВОСТІЙКИХ 
РЕКОНФІГУРОВНИХ БАГАТОПРОЦЕСОРНИХ СИСТЕМ, ЯКИМ ВІДПОВІДАЮТЬ 

ІЄРАРХІЧНІ GL-МОДЕЛІ 

О.М. Романкевич, В.В. Гроль, В.О. Романкевич, А.П. Фесенюк  

Розглядається методика розрахунку імовірності безвідмовної роботи відмовостійких реконфігуровних 
багатопроцесорних систем, яка базується на проведенні статистичних експериментів з ієрархічними 
GL-моделями поведінки відмовостійких багатопроцесорних систем у потоці відмов. Аналізуються кілька 
джерел виникнення похибки  обчислень: методична похибка, трансформована похибка і похибка округлен-
ня. Приводяться співвідношення для оцінки похибки, які дозволяють врахувати вплив всіх вказаних факто-
рів, як кожного окремо, так і їх сукупності. 

Ключові слова: надійність, відмовостійкі багатопроцесорні системи, методична похибка, трансформована 
похибка, похибка округлення, статистичний експеримент. 
 

ERROR ESTIMATION OF THE STATISTICAL RELIABILITY CALCULATION OF FAULT-
TOLERANT MULTIPROCESSOR SYSTEMS, DESCRIBED BY HIERARCHICAL GL-MODELS 

O.M. Romankevich, V.V. Grol, V.O. Romankevich, A.P. Feseniuk 

In the paper considered the methodology of calculating the reliability of fault-tolerant reconfigurable multi-
processor systems based on conducting statistical experiments with hierarchical GL-models of system behavior in 
the flow of faults. Are analyzed several sources of error of calculation: methodical error, the transformed error and 
the error of rounding. The formulas for the error estimates to take account of the impact of all these factors are pro-
posed. 

Key words: reliability, fault-tolerant multiprocessor systems, methodical error, transformed error, rounding error, 
statistical experiment. 
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