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ОБ ОДНОМ АЛГОРИТМЕ ПРЕОБРАЗОВАНИЯ GL-МОДЕЛЕЙ 
 

В статье рассматривается задача трансформации графо-логических моделей, отражающих реакцию 
реконфигурируемых многопроцессорных систем, устойчивых к двум отказам, на появление заданного 
количества трёхкратных отказов. Трансформация осуществляется путем изменения дизъюнктивной 
формы одной или нескольких реберных функций модели добавлением некоторого количества перемен-
ных. Сформулированы и доказаны положения, позволяющие описать последовательность действий 
для выполнения подобной трансформации. 
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Введение 

 
Одним из этапов проектирования реконфигу-

рируемых отказоустойчивых многопроцессорных 
систем (ОМС), часто служащих для управления 
сложными критическими объектами, является рас-
чёт надёжности. Среди методов осуществления та-
кого расчёта распространён статистический, осно-
ванный на выполнении экспериментов с моделями, 
отражающими состояние ОМС при появлении отка-
зов её компонентов различной кратности. Известны 
так называемые графо-логические модели 
(GL-модели) [1], выгодно сочетающие в себе эле-
менты теории графов и булевой алгебры. Ранее уже 
была описана и исследована GL-модель системы, 
устойчивой к двум отказам [2]. Подобные системы 
из n элементов, сохраняющие работоспособность не 
более чем при m  отказах (где nm  ), называются 
базовыми и обозначаются )n,m(K . Однако реально 
разработчики часто трансформируют систему таким 
образом, что она в дальнейшем функционирует при 
появлении некоторых q  отказов (причём mq  ). 
Такие ОМС называются небазовыми. 

В данной работе рассмотрены возможности 
решения задачи преобразования модели ОМС, кото-
рая, будучи устойчивой к любым двум отказам, 
продолжает функционировать при появлении срав-
нительно небольшого числа трёхкратных отказов. 

 
1. Основные понятия 

 
Напомним о некоторых основополагающих 

свойствах графологических моделей и терминах, 
связанных с ними. 

GL-модель представляет собой неориентиро-
ванный граф, каждому ребру которого ставится в 

соответствие булева функция ih . Аргументами 
функции являются индикаторные переменные ix , 
значение которых определяется состоянием элемен-
та ОМС в заданный момент времени ( 1x i   – в ра-
бочем состоянии, 0x i   – вышел из строя). В слу-
чае, если функция ih  равна нулю, ребро i  из графа 
удаляется.  

Таким образом, связность графа моделирует 
работоспособность системы. 

Исследуемая в работе GL-модель 2-отказо-
устойчивой системы )n,2(K  имеет вид циклическо-
го графа, рёберные функции которого выглядят сле-
дующим образом: 





 




2
1ni

1iii xxxh   

В дальнейшим конъюнктивную часть функции 

ih  будем обозначать iT , а величину 



 

2
1n  для уп-

рощения выражений обозначим через  . 
Пример 1. GL-модель системы )9,2(K  – цик-

лический граф, рёбрам которого соответствуют бу-
левы функции : 

543211 xxxxxh  ; 

654322 xxxxxh  ; 

765433 xxxxxh  ; 

876544 xxxxxh  ; 

987655 xxxxxh  ; 

198766 xxxxxh  ; 

219877 xxxxxh  ; 

321988 xxxxxh  ; 

432199 xxxxxh  . 
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В ходе моделирования рассматриваются би-
нарные векторы состояний, содержащие в себе дан-
ные о состоянии каждой составляющей ОМС в за-
данный момент времени и представляющие собой 
упорядоченную последовательность n21 x...xx . В 
дальнейшем удобно рассматривать не последова-
тельности, а векторы, элементами которых являются 
количества единиц между нулевыми переменными. 
По аналогии с [3] будем называть их r -векторами, 
или векторами расстояний. Каждый r -вектор соот-
ветствует определённому множеству векторов со-
стояний. Для рассматриваемого в работе множества 
W  векторов состояний w  с тремя нулями вектор 
расстояния содержит три элемента )r,r,r( 321 , поря-
док расположения которых имеет значение. Напри-
мер, вектор состояния 001110111 может быть опи-
сан r -вектором (0,3,3). 

Множество векторов W  можно разделить на 
два подмножества 2W  и 3W  в зависимости от чис-
ла рёбер (два или три) которые удаляются при их 
появлении. 

В [3] показано, что множество 3W  состоит из 

векторов состояний, где 1ri   для 3,2,1i  , а 
множество 2W  – это оставшиеся векторы. Понятно, 
что в этих векторах 1ri  , хотя бы для одного 

3,2,1i  . 
 

2. Добавление одной переменной 
 

Как уже было сказано, модель базовой ОМС, 
устойчивой к двум отказам, не может адекватно 
отображать поведение системы, которая дополни-
тельно устойчива к некоторому количеству векторов 
состояний с тремя отказами. При необходимости 
подобных преобразований системы следует изме-
нить GL-модель. В [4] приведено 2 способа выпол-
нения требуемого преобразования: с помощью про-
ведения дополнительных рёбер в графе и изменения 
рёберных функций. Последний метод более интере-
сен, так как не усложняет граф. 

Утверждение 1. Если функцию ih  преобразо-
вать в kiii xhh  , где ],1[k  , то она перестанет 

принимать нулевое значение на  векторах состоя-
ний. 

Доказательство. Пусть функция 
 i1iii xxxh   

была видоизменена следующим образом  
kii1iii xxxxh    , ],1[k  . 

Тогда, при 0x i  , 0x ki   и 0x j   ( ij Tx  ) 

функция 0h i  , а значение функции 1h i  . Оче-

видно, что количество векторов состояний, при по-
явлении которых ребро i теперь не будет удалено из 
графа, равно количеству переменных iT , т.е.  , что 
и требовалось доказать. 

Обозначим множество векторов состояний с 
тремя отказами, при появлении которых изменённая 
по Утверждению 1 функция ih  перестала прини-

мать нулевое значение, множеством *
iW . 

Векторы из множества *
iW  могут входить как 

в множество 2W , так и в множество 3W . При этом 
те векторы состояния, которые входили в множество 

2W , будут блокироваться; обозначим их как мно-

жество b
iW . Остальные векторы, то есть те, что ра-

нее входили в множество 3W , перейдут в множест-
во 2W  (не блокируются); обозначим их множеством 

o
iW . 

Уточним, какие векторы из *
iW  принадлежат 

b
iW  (и какие – o

iW ). Для этого рассмотрим соот-

ветствующие им r -векторы и их составляющие. 
Элемент 1r  соответствует количеству единиц 

между первой и второй переменными, принимаю-
щими значение ноль, то есть между ix  и jx , где 

xjTi и σ]i 1,[ij  .  
Следовательно, ]1σ ,0[r1  . 
Аналогично элемент 3r  соответствует количе-

ству единиц между переменными kix   и ix , где 
] ,1[k  , а значит ]1 ,0[r3   и 1kr3  . 

Теперь можно определить, что 
]2kn ,1k[nr2  . 

Иными словами, при изменении функции ih  по 
Утверждению 1 множество векторов состояний 

*
iW  описывается следующей последовательностью 

r -векторов: 

),1k,1kn,1(
),...,1k,k3n,1(),1k,2kn,0(




 (1) 

где ],1[k  . 
Напомним, что, если в r -векторе 

1ri  ,                                (2) 

то ему соответствующие векторы состояний при-
надлежат 3W . Из сказанного выше следует, что зна-
чения 1r  и 3r  всегда удовлетворяют этому условию. 
Становится очевидно, что, когда условие (2) спра-
ведливо и для 2r , векторы состояния, соответст-

вующие данному r -вектору, принадлежат o
iW . 
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Величина 1knr2   удовлетворяет (2) 
при 2k   для чётных n  и при 1k   для нечётных 
n . Понятно, что величина  knr2  удовлетво-
ряет условию при 3k   для чётных n  и при 2k   
для нечётных n.  

Аналогичные вычисления для остальных зна-
чений 2r  приводят к выводу о том, что при измене-
нии функции по утверждению 1 для чётных n по-
следние 1k   (а для нечётных n последние k ) век-
торов расстояний последовательности (1) соответст-

вуют векторам n
iW . Вышеизложенного достаточно, 

чтобы сформулировать следующее 
Следствие 1. Преобразование функции ih  по 

Утверждению 1 приводит к тому что : 

1) при нечётных n , kW b
i   и kWo

i  ; 

2) при чётных n , 1kW b
i   и 

1kWo
i  ; 

Пример 2. Пусть имеется GL-модель системы 
)9,2(K . Приведём все r -векторы, соответствующие 

(1), для 4,...,1k  : 
:1k   (0,6,0) , (1,5,0) , (2,4,0) (3,3,2) 
:2k   (0,5,1) , (1,4,1) , (2,3,1) (3,2,1) 
:3k   (0,4,2) , (1,3,2) , (2,2,2) (3,1,2) 
:4k   (0,3,3) (1,2,3) (2,1,3) (3,0,3) 

Векторы состояний, отображаемые r -вектора-
ми в выделенной пунктиром области, будут блоки-
роваться вследствие изменения по Утверждению 1, 
иные же будут лишь переходить из множества 3W  в 

множество 2W . 
 

3. Добавление нескольких переменных 
 

Для расширения множества блокируемых век-
торов можно проводить подобные преобразования 
для нескольких функций. Возникает вопрос, пересе-

каются ли o
i

b
i

*
i WWW   при различных ]n,1[i . 

Вначале рассмотрим множество b
iW . 

Утверждение 2.  b
j

b
i WW , при ji  . 

Доказательство. Как уже было сказано 1r  и 3r  
меняются в диапазоне [0, 1 ], тогда как макси-
мальным и минимальным значениями элемента 2r  
будут 0 и 3n  . Учитывая, что для любого k  блоки-
роваться будут векторы состояний, соответствую-
щие тем r -векторам, у которых 1r2  , в блоки-

руемых векторах 12 rr   и 32 rr  . Это значит, что в 

последовательностях (1) при  ,...,1k  появление 
r -вектора, являющегося циклической перестанов-
кой элементов другого r -вектора, невозможно. Та-
ким образом, все r -векторы оказываются различ-
ными и им соответствуют различные векторы со-
стояний. 

Теперь рассмотрим множество o
iW . 

Утверждение 3. Для каждого вектора состоя-
ния o

iWw   существуют такие j  и s , что o
jWw   

и o
sWw  , где sji  . 

Доказательство аналогично доказательству 
Утверждения 2. В r -векторах, образующих векто-
ры состояний множества o

iW , элементы 1ri   

для 3,2,1i  . Иными словами, наличие r -вектора, 
являющегося циклической перестановкой элементов 
другого r -вектора совокупности последовательно-
стей (1) при  ,...,1k , возможно. Таким образом, 
каждый из рассматриваемых векторов состояния 
трижды войдёт в множества o

iW  для различных 

]n,1[i . 
Определим, какие дополнительные изменения 

функций достаточны для блокирования векторов из 
o
iW . Для этого воспользуемся последовательностью 

(1). Допустим, мы сделали изменение в функции ih , 
добавив к ней kjx  . Это привело к тому, что ребро 

j перестало удаляться из графа на некотором векторе 

состояния o
jWw  , который описывается 

r -вектором )r,r,r( 321 . Тогда можно определить, на 
каких позициях вектора w находятся нулевые пере-
менные. Для функции jh  это будут j , 1r1j  , 

21 r1r1j  . Следовательно, искомыми измене-
ниями являются добавление переменной jx  в функ-

цию 1r1jh   или 1r1jx   в 21 r1r1jh  . Сказанное 

фактически доказывает 
Следствие 2. Вектор множества o

iW , соответ-

ствующий r -вектору )r,r,r( 321 , может быть блоки-
рован путём дополнительного добавления в какую 
либо из функций 1ir1h   или 2irr 21h   переменной 

ix  или 1ir1x   соответственно. 

Для того, чтобы блокировать требуемое число 
векторов состояний, возможно потребуется моди-
фицировать функцию добавлением нескольких пе-
ременных kjx   сразу, при различных ],1[k  . 

Учитывая, что выше уже было доказано несовпаде-

ние векторов множеств b
iW , а пересечение o

iW  и 
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o
jW  возможно только при ij  , становиться оче-

видно, что множества *
iW  для такого рода измене-

ний различные. 
Интерес представляет определение максималь-

ного количества векторов, которые могут быть бло-
кированы рассматриваемым способом. 

Утверждение 4. WWW n1    . 

Доказательство. Рассмотрим множества o
iW  

и b
iW  после изменения n  функций по утвержде-

нию 1 с помощью  ,...,1k , для чётных n . 

n
2

1n)1...)1((W
n

1i

b
i 





 

n
2

1n))1()2(...0(W
n

1i

o
i 





, 

из которых n
6

1


  неповторяющихся 

Сумма этих чисел определяет общее количест-
во различных векторов состояний, на которые могут 
повлиять исследуемые изменения: 

3
n

1 1n n
2 6
n (n 1) (n 2) C .

6

 
     

   
 

 

Аналогичное справедливо и для нечётных n . 
В заключение сформулируем алгоритм транс-

формации GL-модели системы )n,2(K  для блоки-
рования некоторого количества m  векторов с тремя 
отказами. 

В ходе трансформации используются три спи-
ска: 1L  (изменения, которые на определённом этапе 
алгоритма блокируют векторы, число которых 
больше m ), 2L  (содержит изменения, которые 
предполагается выполнить) и 3L  (список сделанных 
изменений).  

Для удобства обозначим преобразование функ-

ции ih  добавлением переменной kix   как k
it . 

 
4. Алгоритм 

 
1) Для 1k   определить максимальное коли-

чество функций q , которые можно преобразовать 
по утверждению 1 так, чтобы 

mqWb
i  , 

используя следствие 1 для определения величины 
b
iW . 

2) Преобразовать q произвольных функций ih  
по утверждению 1. Принять 

qWmm b
i  . 

3) Если 0m  , а список 2L  пуст, добавить в 

него произвольное k
jt , такое, что 

mWb
j   и 1

k
j Lt  . 

при наименьшем из всех подходящих k  для опреде-

ляемого по следствию 1 b
jW . Если такое преобра-

зование не существует, очистить список 1L . 
4) Опираясь на (1), установить r -векторы, 

описывающие векторы Wj
o рассматриваемого изме-

нения списка 2L . 
5) Опираясь на следствие 2, определить для 

каждого, найденного в п.4 r -вектора, такие преоб-
разования  

c
at  и e

dt , 
которые блокируют векторы состояния, соответст-
вующие этому r -вектору. 

6) Если 3
c
a Lt   или 3

e
d Lt   принять 

1WW b
j

b
j  . 

При 3
c
a Lt  , 1

c
a Lt   и 2

c
a Lt   добавить в 2L  

преобразование c
at . Аналогично для e

dt . 
7) В случае, если  

mWb
j  , 

осуществить преобразование k
jt , переместить его в 

список 3L  и изменить величину m  
b
jWmm  . 

Иначе, занести преобразование в список 1L . 
8) Перейти к следующему преобразованию из 

списка 2L  и повторить для него п.4 – п.8. Если все 
возможные преобразования рассмотрены, перейти к 
п.3. 

Примечание 1. Алгоритм следует завершать, 
когда условия трансформации модели выполнены, 
т.е. 0m  . 

Примечание 2. Фактически алгоритм состоит из 
двух этапов: первый включает п.1 и п.2, а второй − 
п.3-п.8. В ходе выполнения первого этапа блокирует-
ся основная часть требуемого количества векторов, а 
оставшиеся блокируются в ходе второго этапа. 

Покажем применение алгоритма на примере. 
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Пример 3. Пусть проектируемая ОМС )9,2(K  
должна оставаться работоспособной при появлении 
31 вектора состояния с тремя отказами. Строим 
GL-модель базовой ОМС )9,2(K  (см. пример 1) и 
трансформируем её согласно алгоритму. 

1) Максимальное количество функций 9q   

при 3Wb
i  . 

2) Преобразуем все функции GL-модели сле-
дующим образом: 

9543211 xxxxxxh  ; 

1654322 xxxxxxh  ; 

2765433 xxxxxxh  ; 

3876544 xxxxxxh  ; 

4987655 xxxxxxh  ; 

5198766 xxxxxxh  ; 

6219877 xxxxxxh  ; 

7321988 xxxxxxh  ; 

8432199 xxxxxxh  . 
Блокировано 27 векторов, 4m  . 

3) Добавляем в список 2L  преобразование 2
1t  

для которого 2Wb
1  . 

4) Используя пример 2, выясняем, что множе-
ству Wi

o соответствуют r -векторы (2,3,1) и (3,2,1). 
5) Для r -вектора (2,3,1) находим преобразо-

вания 3
4t  и 4

8t , для вектора (3,2,1) – 4
5t  и 3

8t . 
6) Ни одно из этих изменений не принадлежит 

спискам 1L , 2L  или 3L . Добавляем их в 2L .Число 
векторов, которые блокируются данным преобразо-
ванием, остаётся прежним. 

7) Осуществим преобразование 2
1t  и занесём 

его в список 3L . 

89543211 xxxxxxxh   
Блокировано 29 векторов, 2m  . 
8) Перейдём к рассмотрению следующего пре-

образования 3
4t , для которого 1Wb

4  . 

9) Используя пример 2, выясняем, что o
iW  со-

ответствуют r -векторы (1,3,2), (3,2,1) и (2,2,2). 
10)  Находим для r -векторов следующие пре-

образования: (1,3,2) – 2
6t  и 4

1t , (2,2,2) – 3
7t  и 3

1t , 

(3,2,1) – 4
8t  и 2

1t . 
11) Одно из двух преобразований, найденных 

для r -вектора (3,2,1), принадлежит 3L , следова-

тельно, принимаем 2Wb
4  . Остальные преобразо-

вания добавляем в список 2L . 

12) Осуществляем преобразование 3
4t  и зано-

сим его в список 3L . 

13876544 xxxxxxxh   
Блокирован 31 вектор состояния, 0m   
Преобразование закончено. Функции GL-мо-

дели поведения системы )9,2(K  в потоке отказов 
принимают следующий вид: 

89543211 xxxxxxxh  ; 

1654322 xxxxxxh  ; 

2765433 xxxxxxh  ; 

13876544 xxxxxxxh  ; 

4987655 xxxxxxh  ; 

5198766 xxxxxxh  ; 

6219877 xxxxxxh  ; 

7321988 xxxxxxh  ; 

8432199 xxxxxxh  . 

Следует отметить, что полученная трансфор-
мация модели не является единственной. 
 

Заключение 
 

В данной работе решена задача трансформации 
GL-модели базовой ОМС, устойчивой к двум отка-
зам, в GL-модель небазовой ОМС, устойчивой к не-
которому количеству трёх отказов.  

Трансформация осуществляется путем добав-
ления одной или нескольких переменных к опреде-
лённым рёберным функциям GL-модели базовой 
ОМС )n,2(K .  

При небольшом числе векторов состояний с 
тремя нулевыми компонентами выполнение опи-
санных изменений приведёт лишь к незначительным 
усложнениям модели, и вопрос определения связно-
сти по-прежнему будет решаться тривиально. Пред-
ложен алгоритм выполнения такого преобразования, 
основой которого служат несколько сформулиро-
ванных и доказанных в работе положений. 
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ЩОДО ОДНОГО АЛГОРИТМ ПЕРЕТВОРЕННЯ GL-МОДЕЛЕЙ 
В.О. Романкевич, А.А. Єфремова, А.С. Гаврилюк 

У статті розглядається задача трансформації графо-логічних моделей, які відображають реакцію бага-
топроцесорних систем, що реконфігуруються, стійких до двох відмов, на появу заданої кількості трикратних 
відмов. Трансформація здійснюється шляхом зміни діз'юнктівної форми однієї або декількох реберних фун-
кцій моделі додаванням деякої кількості змінних. Сформульовані й доведені положення, що дозволяють 
описати послідовність дій для виконання подібної трансформації. 
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V.A. Romankevich, A.A. Efremova, A.S. Gavriluk 

The article deals with a problem of transformation of the graph-logical models reflecting reaction of the recon-
figurable multiprocessor systems that are fault-tolerant against two failures, to specified number of triple failures. 
Transformation is carried out by changing the disjunctive form of one or more models’ rib functions with adding a 
certain number of variables. Some principles are formulated and proved to describe the sequence of actions for im-
plementing such a transformation. 
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