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Запропоновано методику розрахунку надійності відмовостійких багатопроцесорних систем (ВБС), пі-
дсистеми яких мають спільні процесори. Методика ґрунтується на проведенні статистичних експе-
риментів з ієрархічними графо-логічними моделями. При розрахунку використовуються умовні імовір-
ності станів підсистем для різних станів спільних процесорів. Запропонована методика може бути 
застосована для ВБС із багаторівневою ієрархією. В роботі розглядаються різні фактори, що вплива-
ють на похибку обчислень. Отримано співвідношення для оцінки методичної похибки. 

 
Ключові слова: надійність, відмовостійкі багатопроцесорні системи, ієрархічні системи, методична похи-
бка, статистичні оцінки, моделювання. 

 
Вступ 

 
Відмовостійкі реконфігуровні багатопроцесор-

ні системи (ВБС) знаходять своє застосування у сис-
темах управління складними об’єктами (авіакосміч-
ні системи, системи управління АЕС, системи 
управління великим виробництвом та ін.). В зв’язку 
із специфікою області до ВБС встановлюють високі 
вимоги по надійності. 

В монографіях [1, 2] розглядається ряд методів 
аналізу надійності систем. Значна частина методів 
(метод повного перебору, методи мінімальних шля-
хів і розрізів, застосування ланцюгів Маркова та ін.) 
орієнтована на системи з невеликою кількістю еле-
ментів. Частина методів придатна для систем, які 
належать до певних класів за видом залежності ста-
ну системи від станів її елементів. Активно дослі-
джуються, наприклад, системи типу «k-з-n» і «пос-
лідовні-k-з-n» [3-6]. Для систем, які не відносяться 
до жодного дослідженого класу або мають велику 
кількість елементів, застосовують методи статисти-
чного моделювання [1, 7, 8]. 

В роботах [9-12] запропоновано підхід, який 
ґрунтується на проведенні статистичних експериме-
нтів зі спеціальними графо-логічними моделями 
(GL-моделями) поведінки системи у потоці відмов. 
В [13,14] розроблені ієрархічні GL-моделі і відпові-
дна методика розрахунку надійності, згідно якої 
розрахунок здійснюється по всім рівням ієрархії для 
кожної підсистеми окремо. Основною перевагою 
«ієрархічної» методики порівняно з «неієрархіч-
ною» є значне зменшення необхідної кількості ста-
тистичних експериментів. Методика розрахунку 
надійності, запропонована в  [13,14], враховує окре-
мий випадок ієрархічних GL-моделей, коли підсис-
теми не мають спільних процесорів. 

В даній роботі запропонована методика розра-
хунку надійності ВБС, що описується ієрархічною 
GL-моделлю, у більш загальному випадку, коли під-
системи можуть мати спільні процесори. Запропо-
новано методику для оцінки похибки обчислень. 

 
1. Ієрархічна GL-модель  

поведінки ВБС у потоці відмов 
 
Розглянемо відмовостійку реконфігуровну ба-

гатопроцесорну систему (ВБС), що містить n  про-
цесорів. 

Введемо такі позначення: 
y  - булева змінна, що відображає стан системи 

( 0y  , якщо система відмовила, 1y  , якщо систе-
ма роботоздатна). 

n21 x,...,x,x  - булеві змінні, які відображають 
стани процесорів системи ( 0x i  , якщо i -й проце-
сор відмовив, 1x i  , якщо i -й процесор роботозда-
тний, n,...,1i  ). 

C  - множина індексів процесорів системи, тоб-
то  n,...,2,1C  . 

X  - вектор стану системи,  n21 x,...,x,xX . 
  - GL-модель поведінки системи: 

   n21 x,...,x,xy  X . 
Графо-логічна модель (GL-модель) – це мате-

матична модель, яка описує залежність стану систе-
ми (роботоздатний або відмова) від станів елементів 
системи. Графо-логічна модель представляє собою 
неорієнтований граф, ребрам якого приписані деякі 
булеві функцій (реберні функції). Реберні функції 
залежать від змінних, які відображають стани еле-
ментів системи. Якщо значення реберної функції 
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дорівнює 0, то відповідне їй ребро виключається з 
графа, в протилежному випадку ребро присутнє в 
графі. Стану системи в цілому ставиться у відповід-
ність зв’язність графа. 

GL-модель поведінки системи є ієрархічною, 
якщо існують такі підмножини w21 C,...,C,C  мно-
жини C  і GL-моделі  , w21 ,...,,  , що 

           ww2211 C,...,C,C XXXX  ,  (1) 

w21 C...CCC  , 

де )C|ix()C( jij X  - вектор, який складається з 

булевих змінних ix , індекси яких належать множи-
ні jC  ( wj1  ). 

Тобто ієрархічна GL-модель може бути пред-
ставлена у вигляді суперпозиції інших GL-моделей. 
Зазначимо, що GL-моделі j  у свою чергу можуть 

бути ієрархічними, тоді має місце багаторівнева іє-
рархія. 

Практично ієрархічна GL-модель деякої систе-
ми може бути побудована, якщо система складаєть-
ся з конкретних підсистем, відомі GL-моделі j  

підсистем і GL-модель  , яка відображає залеж-
ність стану системи від станів підсистем. Варто за-
значити, що обернена задача, тобто задача пошуку 
GL-моделей  , w21 ,...,,   при відомій GL-моделі 
 , у загальному випадку є дуже складною. 

Для ієрархічних GL-моделей можна виділити 
дві цікаві особливості: 

1) ієрархічна GL-модель може бути побудована 
для системи, структура якої не є ієрархічною; 

2) для однієї системи може бути побудовано 
кілька різних ієрархічних GL-моделей у залежності 
від розбиття множини C  на підмножини 

w21 C,...,C,C . 
Такі особливості ієрархічних GL-моделей обу-

мовлюють необхідність конкретизації в межах даної 
роботи поняття підсистеми. 

У ВБС, для якої побудована ієрархічна GL-
модель у вигляді (1), підсистемою будемо називати 
підмножину процесорів системи, індекси яких на-
лежать множині jC , і яка має GL-модель j . 

 
2. Розрахунок імовірності безвідмовної 

роботи ВБС 
 
Основним показником надійності, розрахуван-

ню якого приділяється увага у даній роботі, є імові-
рність безвідмовної роботи системи протягом зада-
ного проміжку часу. Початковими даними для роз-
рахунку є імовірності безвідмовної роботи процесо-

рів за той же проміжок часу і GL-модель поведінки 
системи у потоці відмов. 

Розглянемо ВБС, яка має n  процесорів і GL-
модель  . Імовірність безвідмовної роботи для та-
кої системи, використовуючи введені вище позна-
чення, можна записати як [1,2,10-12,14]: 

      
 





nB

PyP
X

XX ,  (2) 

де  nB  - множина всіх двійкових векторів довжи-
ни n ; 

X  - двійковий вектор, який моделює стан систе-
ми; 

запис  nBX  означає, що додавання викону-
ється для всіх двійкових векторів довжини n ; 

 XP  - імовірність вектора стану системи; 
  1 X , якщо система зберігає роботоздатність 

в стані X ,   0 X  у протилежному випадку. 
Іншими словами, імовірність безвідмовної ро-

боти системи дорівнює сумі імовірностей таких її 
станів, в яких вона зберігає роботоздатність. 

Імовірність вектора стану системи  XP , яка 
використовується у співвідношенні (2), дорівнює: 

   



n

1i
ix~pP X , 

де  ix~p  - імовірність стану процесора - імовірність 
того, що i -й процесор знаходиться в стані, що опи-
сується змінною ix , тобто, якщо при моделюванні 
вектора стану системи змінна ix  дорівнює одиниці, 
то  ix~p  дорівнює імовірності безвідмовної роботи 
i -го процесора  ixp , якщо змінна ix  дорівнює ну-
лю, то  ix~p  дорівнює імовірності відмови i -го про-
цесора    ii xp1xq  . У вигляді математичного 
виразу це можна записати як 

       iiiii xpxxqx1x~p  . 

Кількість всіх двійкових векторів довжини n  

дорівнює   n2nB  . Очевидно, що при достатньо 
великих n  виконати обчислення у виразі (2) за при-
йнятний час неможливо. У цьому випадку величину 
імовірності безвідмовної роботи системи можна 
оцінити за допомогою статистичних експериментів. 
Для отримання змістовної (конзистенної), незміще-
ної статистичної оцінки [15-18] величини імовірнос-
ті безвідмовної роботи системи можна використати 
співвідношення, запропоноване в роботах [12,14]: 

        






X
XX P

nB
yP ,  (3) 
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де запис X  означає, що додавання виконується 
для всіх двійкових векторів довжини n  із деякої 
випадкової вибірки   (  nB ), яка сформована 
генератором. Кількість двійкових векторів у вибірці 
позначено  . 

Припустимо, що ВБС допускає побудову ієрар-
хічної GL-моделі у вигляді (1) при умові, що підм-
ножини jC  не перетинаються. В такому випадку, 

для розрахунку надійності системи можна застосу-
вати методику, запропоновану в [13,14]. Згідно цієї 
методики розрахунок надійності здійснюється для 
кожної підсистеми окремо за допомогою співвідно-
шень (2) або (3) від нижнього рівня ієрархії до верх-
нього. Результати розрахунку надійності на кожно-
му рівні є вхідними даними для розрахунку на на-
ступному рівні. 

 
3. Імовірність безвідмовної роботи ВБС, 

підсистеми якої мають  
спільні процесори 

 
Спільні процесори можуть стати «вузьким міс-

цем» у ВБС, так як при відмові спільного процесора 
може збільшитисяя імовірність відмови кожної під-
системи, до складу якої цей процесор входить. При 
застосуванні для таких ВБС методики, запропоно-
ваної в [13,14], можна отримати значення імовірнос-
ті безвідмовної роботи ВБС, яке буде більшим, ніж 
істинне. Для отримання істинних значень імовірнос-
ті безвідмовної роботи ВБС згадана вище методика 
має бути модифікована з урахуванням особливостей 
спільних процесорів. 

Припустимо, що для ВБС побудована ієрархіч-
на GL-модель у вигляді (1) при умові, що підмно-
жини jC  можуть перетинатися, тобто підсистеми 

даної ВБС можуть мати спільні процесори. В цьому 
випадку пропонуємо використовувати такий алго-
ритм розрахунку надійності: 

1) застосувати метод розкладання [1,2] віднос-
но змінних ix , які відповідають спільним процесо-
рам; 

2) обчислити умовні імовірності безвідмовної 
роботи підсистем при фіксованих значеннях змінних 

ix , які відповідають спільним процесорам; 
3) обчислити імовірність безвідмовної роботи 

системи як суму умовних імовірностей роботоздат-
них станів системи для всіх можливих станів підси-
стем і для всіх можливих значень змінних ix , які 
відповідають спільним процесорам. 

Запропонований алгоритм передбачає розраху-
нок умовних імовірностей безвідмовної роботи для 
всіх можливих станів «спільних» процесорів підсис-

теми, тому складність алгоритму суттєво залежить 
від кількості таких процесорів. 

Для формалізації алгоритму необхідно ввести 
додаткові позначення. Позначимо через jH  множи-

ну індексів процесорів, які входять одночасно до j -
тої підсистеми і ще до хоча б однієї підсистеми: 






















w

1jk
k

1j

1k
kjj CCCH . 

Нехай )H|ix()H( jij X  - вектор, який скла-

дається з булевих змінних ix , індекси яких нале-
жать множині jH  ( wj1  ). Позначимо через H  

множину індексів процесорів, які є спільними хоча б 
для однієї пари підсистем: 


w

1j
jHH


 . 

Нехай Hl   - кількість елементів множини H . 

Нехай   )H|ix(H i X  - вектор, який складається з 
булевих змінних ix , індекси яких належать множи-
ні H . Позначимо через jG  множину індексів про-

цесорів, які входять до j -тої підсистеми і не входять 
до жодної іншої підсистеми: 

jjj HCG  . 

Нехай jj Gv   - кількість елементів множини 

jG . Нехай )G|ix()G( jij X  - вектор, який скла-

дається з булевих змінних ix , індекси яких нале-
жать множині jG  ( wj1  ). Тоді умовні імовірно-

сті безвідмовної роботи підсистем ))H(|y(P jj X  при 

фіксованих значеннях змінних  jHX  можна запи-

сати як 

     
   

  j
vBG

jjjj GPCH|yP
jj

XXX
X


 , 

де  jvB  - множина всіх двійкових векторів довжи-

ни jv ; 

w21 y,y,y   - булеві змінні, які відображають 
стани підсистем ( 0y j  , якщо j -та підсистема від-

мовила, 1y j  , якщо j -та підсистема роботоздатна, 

w,...,1j  ),   jjj Cy X ; 

 jCX  - вектор стану j -ої підсистеми; 

  jGP X  - імовірність вектора  jGX , яка до-

рівнює 
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    



jGi

ij x~pGP X . 

При великих значеннях jv  для величини 

  jj H|yP X  доцільно використовувати статистичну 

оцінку 

          
 








jjG
jjj

j

j
jj GPC

vB
H|yP

X
XXX , 

де j  - випадкова вибірка (  jj vB , wj1  ) 

двійкових векторів довжини jv , 

j  - кількість векторів у вибірці j . 

Після обчислення всіх умовних імовірностей 
безвідмовної роботи підсистем можемо розрахувати 
імовірність безвідмовної роботи для ієрархічної сис-
теми в цілому за допомогою повного перебору 

     
    

 
 


lBH wB

H,AyP
X Y

XY , (4) 

або шляхом виконання статистичних експериментів 

         
 
 

 








H
H,A

lBwB
yP

X Y
XY ,  (5) 

де          H|PHP)(H,A XYXYXY  ; 
 lB  - множина двійкових векторів довжини l ; 

  - випадкова вибірка (  lB ) двійкових ве-
кторів довжини l , 

  - кількість векторів у вибірці  ; 

  H|P XY  - імовірність того, що підсистеми 
знаходяться в станах, які описуються вектором Y , 
при умові, що спільні процесори знаходяться в ста-
нах, які описуються вектором  HX ; 

  HP X  - імовірність того, що спільні процесори 
знаходяться в станах, які описуються вектором 
 HX , 

    



Hh

hx~pHP X . 

Величина   H|P XY  залежить від умовних 
імовірностей   jj H|yP X  всіх підсистем і, відпові-

дно, може бути обчислена як 

      



w

1j
jj H|y~PH|P XXY ,    (6) 

де   jj H|y~P X  - умовна імовірність стану підсисте-

ми, яка дорівнює 
           jjjjjjjj H|yP1y1H|yPyH|y~P XXX  . 

Співвідношення (6) дозволяє уникнути багато-
кратного врахування імовірностей станів спільних 
процесорів при обчисленні величини   H|P XY . 

Розрахунок, який здійснюється згідно співвід-
ношення (5) має два окремих випадки: 

1)  lB , тобто при невеликій кількості спі-
льних процесорів l  обчислення здійснюються для 
всіх можливих станів спільних процесорів; 

2)  wB , тобто при невеликій кількості пі-
дсистем w  обчислення здійснюються для всіх мож-
ливих станів підсистем. 

 
4. Оцінка похибки обчислень 

 
При оцінці похибки обчислень розглядають  

такі фактори [14,16,19,20]: похибка математичної 
моделі, похибка, пов’язана з методом обчислень 
(методична похибка), похибка округлення, похибка 
вхідних даних (трансформована похибка). Похибка 
математичної моделі в даній роботі вважається рів-
ною нулю. Для оцінки похибки округлення та тран-
сформованої похибки можуть бути використані 
приведені в роботі [14] співвідношення із незначни-
ми доповненнями. 

Методична похибка      yPyPyPм   ме-

тоду розрахунку, що розглядається, пов’язана із ви-
користанням статистичних оцінок (5) і має імовірні-
сний характер. Можна показати, що математичне 
сподівання  yPм  дорівнює нулю, тобто оцінка (5) 
є незміщеною. При достатньо великій кількості до-
данків у співвідношенні (5) величину  yP  можна 
вважати нормально розподіленою, і використовува-
ти для оцінки похибки  yPм  правило «трьох 
сигм»: 

     P P y P y 3 0,997    ,      (7) 

де   yPD ,   yPD  - дисперсія статистичної 
оцінки (5). Зауважимо, що при недостатньо великій 
кількості доданків обчислення можна виконувати за 
формулою (4), що не містить похибки. 

Дисперсія статистичної оцінки (5) дорівнює 
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 
 
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 

 

X

X

Y X

Y X

    (8) 



Комп’ютерні системи та інформаційні технології 66 

Легко бачити що,    0yPD   при  , 
тобто оцінка (5) є змістовною. 

Співвідношення (8) потребує неприйнятно ве-
ликої кількості обчислень, тому на практиці замість 
дисперсії   yPD  варто  використовувати її незмі-
щену статистичну оцінку, яка, як можна показати 
[15, 16], дорівнює 
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Y X
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   (9) 

Таким чином, розрахунок імовірності безвід-
мовної роботи ВБС із залежно ієрархічною моделлю 
здійснюється за допомогою співвідношення (5), оці-
нка методичної похибки обчислень виконується із 
застосуванням співвідношень (7) і (9).  

Для багаторівневих ієрархічних моделей за-
пропонована методика може бути застосована реку-
рентно для кожного рівня. 
 

Висновки 
 

В роботі розглядається методика обчислення 
імовірності безвідмовної роботи ВБС, яка ґрунту-
ється на проведенні статистичних експериментів з 
ієрархічною GL-моделлю ВБС. Застосовуються іє-
рархічні моделі систем, підсистеми яких можуть 
мати спільні процесори. Розглядаються як окремі 
випадки, коли кількість підсистем або спільних про-
цесорів є невеликою, так і загальний випадок. 
Отримано відповідні співвідношення для обчислен-
ня імовірності безвідмовної роботи ВБС та оцінки 
похибки обчислень. Робота є продовженням дослі-
джень авторів у напрямку розрахунку надійності 
ВБС статистичним методом з використанням GL-
моделей, що відображають реакцію ВБС на появу 
відмов її компонентів. 
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О РАСЧЕТЕ НАДЕЖНОСТИ ОТКАЗОУСТОЙЧИВЫХ МНОГОПРОЦЕССОРНЫХ СИСТЕМ,  
ПОДСИСТЕМЫ КОТОРЫХ ИМЕЮТ ОБЩИЕ ПРОЦЕССОРЫ 

В.А. Романкевич, А.П. Фесенюк  
Предложена методика расчета надежности отказоустойчивых многопроцессорных систем, подсистемы 

которых содержат общие процессоры. Методика основана на проведении статистических экспериментов с 
иерархическими графо-логическими моделями. При расчете используются условные вероятности состояний 
подсистем для различных состояний общих процессоров. Предложенная методика может быть применена 
для ОМС с многоуровневой иерархией. В работе рассматриваются различные факторы, влияющие на по-
грешность вычислений. Получены соотношения для оценки методической погрешности. 

Ключевые слова: надежность, отказоустойчивые многопроцессорные системы, иерархические системы, 
методическая погрешность, статистические оценки, моделирование. 
 
 

ON THE RELIABILITY OF FAULT-TOLERANT MULTIPROCESSOR SYSTEMS  
THAT CONTAIN SUBSYSTEMS WITH COMMON PROCESSORS  

V.O. Romankevich, A.P. Feseniuk 
In the paper proposed the methodology of calculating the reliability of fault-tolerant multiprocessor systems 

that contain subsystems with common processors. The methodology is based on conducting statistical experi-
ments with hierarchical GL-models. In the calculation is used the conditional probabilities of subsystems states 
for different states of common processors. The proposed methodology is suitable for the systems with multilevel 
hierarchy. Are analyzed several sources of error of calculation. The formulas are obtained for the methodical er-
ror estimation. 

Key words: reliability, fault-tolerant multiprocessor systems, hierarchical systems, methodical error, statistical esti-
mation, modeling. 
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