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ПРИМЕНЕНИЕ МЕТОДА ВЕТВЕЙ И ГРАНИЦ ДЛЯ ОПТИМИЗАЦИИ 
МНОГОФАКТОРНЫХ ПЛАНОВ ЭКСПЕРИМЕНТА 

 
Разработан алгоритм оптимизации многофакторных планов эксперимента методом ветвей и границ. 
Показана эффективность его применения при исследовании бесконтактных измерителей постоянного 
тока и плотности тока, системы расхода топлива в двигателях внутреннего сгорания, технологиче-
ского процесса измерения площади металлизации печатных плат. Работоспособность алгоритма 
подтверждается совпадением оптимальных планов, полученных этим методом и методом анализа 
перестановок строк матрицы планирования, при исследовании указанных приборов, систем и техноло-
гических процессов. Совпадение справедливо для планов с количеством факторов k ≤ 3. 
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Введение 
 
Постановка проблемы. При решении задач 

оптимизации и управления различными объектами 
возникает проблема получения математических мо-
делей указанных объектов. При этом оправдано 
стремление экспериментаторов получать эти модели 
при минимальных стоимостных и временных затра-
тах. Особенно эта задача актуальна при исследова-
нии дорогостоящих и длительных процессов. 

Анализ последних исследований и публика-
ций. Известны методы синтеза оптимальных по 
стоимостным и временным затратам планов экспе-
римента [1 – 3], основанные на использовании сле-
дующих видов оптимизации: анализ перестановок, 
случайный поиск. Эффективность разработанных 
методов доказана при исследовании ряда различных 
объектов: технологических процессов [2, 3], прибо-
ров [4, 5] и систем [6]. Целесообразно проверить 
оптимальность планов, полученных этими метода-
ми, применив метод ветвей и границ. 

Цель работы: разработать алгоритм оптимизации 
многофакторных планов эксперимента методом ветвей 
и границ и доказать эффективность его применения. 

 

Основные результаты исследований 
 

Сущность такого алгоритма, схема которого 
изображена на рис.1, заключается в следующем. 

Этап 1. В начале работы алгоритма произво-
дится ввод следующих исходных данных: количест-
во факторов k (k ≤ 7); количество опытов в плане 
эксперимента; матрица стоимостей изменений зна-
чений уровней факторов. 

Этап 2. Формирование рабочей матрицы стои-
мостей взаимных переходов опытов в плане экспе-
римента. Это осуществляется путем суммирования 
стоимостей переходов уровней каждого фактора для 
соответствующего опыта. 

Этап 3. Производится вычисление нижней гра-
ницы минимальной рекордной стоимости. 

Этап 4. До тех пор пока размер текущей матри-
цы стоимостей больше чем 2х2, работает дополни-
тельный цикл алгоритма, который вложен в основ-
ной. При этом на каждом шаге его работы проверяет-
ся условие: не превышает ли текущая граница F ве-
личину минимальной рекордной стоимости Smin. В 
случае положительного исхода происходит принуди-
тельный выход из дополнительного цикла и выпол-
няются операторы основного цикла. При отрицатель-
ном исходе осуществляется приведение рабочей мат-
рицы стоимостей и затем определяются степени ну-
левых элементов в ней. После этого выбирается оче-
редная вершина для дальнейшего ветвления. Отбро-
шенная вершина заносится в список неразработанных 
вершин в том случае, если ее граница удовлетворяет 
основному условию (значение границы {Fn} меньше 
минимальной рекордной стоимости {Smin}). Размер 
рабочей матрицы стоимостей уменьшается в том слу-
чае, если для ветвления выбрана вершина, матрица 
стоимостей которой включает в себя элемент с мак-
симальной степенью нуля. 

Этап 5. Если размер рабочей матрицы стано-
вится равным 2х2, то происходит выход из дополни-
тельного цикла. При этом в основном цикле вычис-
ляется стоимость очередного полученного плана. 
Если она меньше минимальной рекордной стои-
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Рис.1. Схема алгоритма, реализующего оптимизацию многофакторных планов экспериментов 
методом ветвей и границ 
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мости, то становится ею, а найденный при этом план  
эксперимента – оптимальным. 

Этап 6. Осуществляется проверка списка не-
разработанных вершин по основному условию. Все 
вершины, которые не удовлетворяю этому условию, 
исключаются из списка 

Этап 7. Выбор из списка неразработанных 
вершин вершины с минимальным значением грани-
цы. Выход из основного цикла осуществляется то-
гда, когда список неразработанных вершин пуст и 
поэтому для дальнейшего ветвления не выбрана 
вершина. Принудительный выход из основного цик-
ла происходит также при превышении лимита выде-
ленной для списка памяти. 

Этап 8. После выхода из основного цикла осу-
ществляется вычисление стоимости исходного пла-
на и нахождение выигрыша при реализации опти-
мального по стоимости плана эксперимента. 

Этап 9. Выводятся на печать следующие ре-
зультаты счета: оптимальный план; стоимости ис-
ходного и оптимального планов; выигрыш при реа-
лизации оптимального по стоимости плана экспе-
римента. 

Проверка работоспособности алгоритма, реа-
лизующего метод ветвей и границ для оптимизации 
многофакторных планов эксперимента, осуществля-
лась на ряде практических задач, решенных метода-
ми анализа перестановок и случайного поиска. 

При исследовании переносных диэлькометри-
ческих влагомеров методом ветвей и границ полу-
чен еще один план эксперимента (табл.1), который 
имеет такую же стоимость как и оптимальный план, 
полученный методом анализа перестановок строк 
матрицы планирования [4].  

Стоимость реализации эксперимента по опти-
мальному плану составляет 70 усл. ед. При измене-
нии стоимости начальной установки уровней факто-
ров [4] стоимость реализации эксперимента по это-
му плану составляет 110 усл. ед. 
 

Таблица 1 
Оптимальные планы эксперимента 

Анализ перестановок Метод ветвей и границ 

Обозначение 
факторов 

Обозначение 
факторов 

 

Номер 
опыта Х1 Х2 

 

Номер 
опыта Х1 Х2 

2 +1 –1 1 –1 –1 
1 –1 –1 2 +1 –1 
3 –1 +1 4 +1 +1 
4 +1 +1 3 –1 +1 
 
Работоспособность алгоритма, реализующего 

метод ветвей и границ для оптимизации многофак-

торных планов экспериментов, подтверждается сов-
падением оптимальных планов, полученных этим 
методом и методом анализа перестановок при ис-
следовании бесконтактных измерителей постоянно-
го тока и плотности тока [5], системы расхода топ-
лива в двигателях внутреннего сгорания [6], техно-
логического процесса измерения площади металли-
зации печатных плат [2, 3]. При этом стоимости реа-
лизации оптимальных планов эксперимента для ис-
следования бесконтактных измерителей постоянно-
го тока и плотности тока составляет: 4,05 усл. ед. 
при Uпит = 9В и 1,72 усл. ед. при Uпит = 5В. Стоимо-
сти реализации оптимальных планов эксперимента 
для исследования системы расхода топлива в двига-
телях внутреннего сгорания приведены в табл. 2.  

Стоимость реализации экспериментов по опти-
мальным планам для исследования технологическо-
го процесса измерения площади металлизации пе-
чатных плат равна 3,99 усл. ед., а время проведения 
эксперимента – 25,3 мин. 

Таблица 2 
Стоимость реализации оптимальных 

планов эксперимента 

Вид  
топлива 

Режим работы 
ДВС 

Стоимостные 
затраты,  усл. ед. 

Бензин 1,14 
Газ 

Режим  
холостого хода 1,12 

Бензин 1,86 
Газ 

Работа на 
первой передаче 1,53 

Бензин 1,83 
Газ 

Нормальный 
режим 1,49 

 
Выводы 

 
Разработан алгоритм, реализующий оптимиза-

цию многофакторных планов экспериментов мето-
дом ветвей и границ. Доказана работоспособность и 
эффективность разработанного алгоритма при ис-
следовании приборов, систем и технологических 
процессов. 

Совпадение оптимальных планов, полученных 
методом анализа перестановок и методом ветвей и 
границ, справедливо для объектов с количеством 
существенных факторов k ≤   3. 
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ЗАСТОСУВАННЯ МЕТОДУ ГІЛОК І МЕЖ ДЛЯ ОПТИМІЗАЦІЇ БАГАТОФАКТОРНИХ 
ПЛАНІВ ЕКСПЕРИМЕНТУ 

 

М.Д. Кошовий, О.Л. Бурлєєв, О.М. Костенко 
 

Розроблено алгоритм оптимізації багатофакторних планів експерименту методом гілок і меж. Показана 
ефективність його застосування для дослідження безконтактних вимірювачів постійного струму і густини 
струму, системи витрати палива в двигунах внутрішнього згорання, технологічного процесу вимірювання 
площі металізації друкованих плат. Працездатність алгоритму підтверджується співпаданням оптимальних 
планів, які отримані цим методом і методом аналізу перестановок рядків матриці планування, для дослі-
дження указаних приладів, систем і технологічних процесів. Співпадання справедливе для планів з кількіс-
тю факторів k ≤  3. 

Ключові слова: ефективність, алгоритм, метод гілок і меж, планування експерименту, оптимальний 
план, вартість. 
 

USING THE METHOD OF THE BRANCHES AND BORDERS FOR OPTIMIZATION OF MANY 
FACTORIAL EXPERIMENT’S PLANS 

 

N.D. Koshevoy, O.L. Burleev, E.M. Kostenko 
 

The algorithm of optimization of many factorial experiment’s plans by method of the branches and borders 
was created. Its using efficiency at study of the noncontact meters of the direct current and density of the current, 
systems of the consuption fuel in engine of internal combustion, technological process of the measurement area of 
metallization in the printed plates was shown. Capacity of the algorithm was confirmed by coincidence optimum 
plan, got by this method and the method of the analysis of the lines of planning matrix transpositions, at study speci-
fied instrument, systems and technological processes. The coincidence is fair for plan with amount factor k ≤  3. 

The key words: efficiency, algorithm, method of the branches and borders, the experiment planning, optimum 
plan, cost. 
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