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Запропоновано новий метод оптимізації розв’язків Евклідової задачі комівояжера, що може бути за-
стосований для покращення розв’язку задачі, отриманого за допомогою декомпозиції чи будь-якого 
швидкого евристичного алгоритму. Як базову процедуру для розв’язання задачі комівояжера алгоритм 
використовує один із найефективніших сучасних підходів – алгоритм Кельда Гельсгауна, що є модифі-
кацією алгоритму Ліна-Кернігана. 
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Вступ 

 
Алгоритми, що пов’язані з транспортними за-

дачами, мають велике прикладне застосування [1,2] 
– окрім транспортних систем їх застосовують у сис-
темах телекомунікацій, виробництві друкованих 
плат, лазерній нарізці пластмас і металів і т.д. З ча-
сом вимоги до швидкості обчислень та якості зрос-
тають а також зростають розмірності задач, що при-
водить до необхідності розробки спеціалізованих 
алгоритмів для розв’язування задач великих розмір-
ностей. 

Задача комівояжера є однією з базових тран-
спортних задач. Існує небагато алгоритмів, що 
забезпечують одержання якісних розв’язків задачі 
комівояжера, особливо при малих часових затра-
тах [3]. Для розв’язування задачі комівояжера ал-
горитм Ліна-Кернігана є одним з найефективні-
ших [4,5]. Його обчислювальна складність – O(n2). 
Одержані результати – в межах 1-3% від оптима-
льного [3].  

Впродовж останніх років одержано нову версію 
алгоритму Ліна-Кернігана – алгоритм Ліна-
Кернігана-Гельсгауна [6]. Він забезпечує оптималь-
ний розв’язок задачі для 7397 точок із бібліотеки 
тестів для транспортних задач – TSPLIB[7]. Як по-
казали результати тестування існуючих методів 
розв’язування задачі комівояжера DIMACS TSP 
Challenge [3], він є найточнішим евристичним алго-
ритмом[3,8]. Обчислювальна складність алгоритму - 
O(n2,2). 

В статті дано опис алгоритму оптимізації 
розв’язків задачі комівояжера, досліджено резуль-
тати тестування задач розмірностями 1000 та 
10000 точок. 

1. Формулювання задачі 
 

Задача комівояжера представляється як граф 
G=(V,E), де V – множина вершин графа, а E – мно-
жина його ребер. Вага (або довжина) ci,j кожного 
ребра ei,jE вважається заданою. Задача є симетрич-
ною, якщо ci,j = cj,i, i,j  V. Задачу вважають Евклі-
довою при умові, якщо ci,j + cj,k  ci,k i,j,k  V. Не-
обхідно знайти закритий цикл у графі, що включає 
усі вершини та передбачає відвідування кожної ве-
ршини лише один раз. 

Розглядатиметься симетрична Евклідова задача 
комівояжера, де заданими вважають множину N з n 
точок (|N|=n), які описані їх координатами (xi, yi). 
Необхідно найти маршрут S*, що проходить по од-
ному разу через кожну точку, довжина якого L*(S*) 
є мінімальною: 

L*(S*) = ij lij* → min ij lij*   lij*  lij, (1) 
де lij – деяка з допустимих за заданими обмеження-
ми ділянка між двома суміжними точками i та j ви-
діленого маршруту. 

Запропоновано новий спосіб оптимізації марш-
руту для Евклідової задачі комівояжера. 

 
2. Оптимізація маршруту за допомогою 
алгоритму геометричного сканування 

 
Метод полягає в оптимізації декількох марш-

рутів одночасно – частин загального маршруту, що 
знаходятся геометрично близько одна до одної. Пе-
вним чином вибирається геометрична область дові-
льної форми (квадратна, прямокутна, кругла та ін.), 
у якій розпізнаються окремі ділянки загального ма-
ршруту, та за допомогою класичного алгоритму 
розв’язання задачі комівояжера, розв’язується зада-
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ча сумарної мінімізації маршрутів. Якщо сума дов-
жин нових ділянок менша  від суми попередніх, то 
старі ділянки маршрутів замінюються новими. 

В якості вхідних даних для алгоритму подаєть-
ся загальний маршрут, що потрібно оптимізувати та 
додаткові параметри, а саме: 

1. розмір геометричної області сканування 
(якщо область прямокутна, то ширина і висота, як-
що кругла – то радіус і т.д.); 

2. розмір області перетину (у відсотках) – роз-
мір спільної геометричної області що належать двом  
сусіднім областям сканування; 

3. базовий алгоритм. 
Метод може бути застосовано для покращення 

будь-якого маршруту – початкового чи вже оптимі-
зованого за допомогою іншого алгоритму. Пропону-
ється повторне проходження алгоритму оптимізації 
(із зміненими параметрами, наприклад із зміненим 
розміром області сканування), де очікується ще де-
яке покращення якості маршруту. 

Результати експериментів показують, що метод 
забезпечує високу якість оптимізації, особливо коли 
заданий достатньо великий розмір області скану-
вання. У процесі роботи алгоритму мінімізуються 
сумарні довжини окремих частин маршруту – точки, 
що належали одним ділянкам маршруту, переходять 
до інших. 

Розмір області перетину рекомендується зада-
вати у межах 25-50%. При таких параметрах  забез-
печується детальне сканування усієї вхідної області 
при відносно немалих часових затратах. 

Опишемо роботу алгоритму. Для усіх точок за-
даного вхідного маршруту обчислюється  прямоку-
тна область, у яку попадають усі точки. Далі згідно 
заданих параметрів визначається область скануван-
ня та встановлюється у верхню ліву позицію. Почи-
нається цикл роботи алгоритму із “розпізнаванням” 
та оптимізацією маршрутів у сканувальній області. 

Частини маршруту, що перетинають область 
сканування, вважаються такими, що їй належать. 
Формується множина таких маршрутів у локальній 
області. Розв’язується задача сумарної мінімізації 
маршрутів локальної області. Якщо в результаті су-
марна довжина всіх частин маршруту зменшується, 
попередні частини замінюються на нові. Область 
сканування переміщується згідно заданих парамет-
рів і процес повторюється знову доти, поки не буде 
проскановано всієї вхідної області точок. Схематич-
но геометричне сканування показано на рисунку 1. 
Зображено поточний маршрут, прямокутні області 
сканування із частинами загального маршруту, що 
до них входять. 

Розглянемо детальніше особливості запропоно-
ваного методу. Роботу одної ітерації алгоритму геоме-
тричного сканування можна розділити на такі етапи: 

  
Рис. 1. Оптимізація маршруту  
геометричним скануванням 

 
- встановлення позиції сканувальної області; 
- ідентифікація точок, що належать сканува-

льній області; 
- пошук серед точок області таких, що міс-

тять ребра перетину із сканувальною областю – по-
шук т.з. активних точок; 

- ідентифікація маршрутів у сканувальній об-
ласті (здійснюється на основі інформації про активні 
точки); 

- сортування маршрутів у порядку їх прохо-
дження у загальному маршруті; 

- встановлення граничних точок – точок поза 
межею області сканування; 

- встановлення умовних ребер між парами 
граничних точок; 

- розв’язання задачі сумарної мінімізації ма-
ршрутів; 

- порівняння сумарної довжини отриманих 
маршрутів із попередньою та оновлення загального 
маршруту у випадку покращення. 

Розглянемо усі етапи детальніше. Для прикладу 
візьмемо прямокутну область оптимізації. Нехай за-
дано розміри області сканування: ширина - width та 
висота – height. Область перетину – 50%. Тоді на ко-
жному кроці ітерації сканувальна область переміщу-
ватиметься на width*0,5 точок вправо, а при досяг-
ненні крайнього горизонтального положення – пере-
йде на height*0,5  точок вниз у позицію зліва. Для 
швидкої ідентифікації точок у елементарній області 
доцільно застосувати деякий швидкий алгоритм по-
шуку точок по заданих координатах області. Також 
для цієї ж мети ще перед початком циклу алгоритму 
може бути застосовано спеціальну попередню проце-
дуру ідентифікації точок у областях сканування. Далі 
здійснюється пошук активних точок – розглядаються 
усі точки області і ті, що містять ребра перетину із 
областю – позначаються як активні. На основі інфор-
мації про активні точки здійснюється ідентифікація 
маршрутів у елементарній області.  
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Опишемо алгоритм ідентифікації маршрутів у 
області. Кожна точка загального маршруту містить 
інформацію про свою позицію у маршруті. Для по-
шуку маршруту в області, вибирається його активна 
точка. Далі вибирається наступна по загальному 
маршруту точка області і процес триває доти, поки 
не буде досягнуто іншої активної точки. Усі відвіда-
ні в цьому процесі точки складатимуть один марш-
рут, що належить елементарній області. Дві активні 
точки, що належать знайденому маршруту, встанов-
люються як звичайні і все повторюється.  Процес 
триває доти, поки не залишиться активних точок у 
елементарній області. З наведеного випливає, що в 
кожній елементарній області завжди повинна бути 
парна кількість активних точок – на кожен маршрут 
припадає дві активні точки. Знайдені маршрути мо-
жуть бути вилучені, якщо вони складаються із зама-
лої кількості точок – мінімальна кількість точок у 
ділянці маршруту може бути додатковим парамет-
ром алгоритму.  

Наступний етап – сортування ідентифікованих 
маршрутів. Для сортування знайдених маршрутів 
шукається активна точка, що в загальному маршруті 
відвідується найшвидше з-поміж інших активних 
точок області – початкова точка оптимізації. Далі всі 
наступні маршрути області сортуються по порядку 
їх проходження основним маршрутом. Сортування 
маршрутів – дуже важливий етап. Усі ділянки 
обов’язково повинні бути відсортовані у правильній 
послідовності їх відвідування в головному маршруті 
– від цього залежить етап роботи алгоритму, де 
встановлюються умовні ребра між граничниими 
точками. Якщо умовні ребра будуть встановлені 
неправильно – можуть утворюватися внутрішні ци-
кли. Граничними точками вибираються ті, що нале-
жать ребрам перетину загального маршруту із еле-
ментарною областю.   

Встановлення умовних ребер між парами гра-
ничних точок є наступним етапом. Кожна ділянка 
містить дві граничні точки – початкову та кінцеву 
граничні точки. Кінцева гранична точка ділянки 
з’єднується умовним ребром із початковою гранич-
ною точкою наступної і так далі. Кінцева гранична 
точка останнього маршруту з’єднується із початко-
вою граничною точкою першого маршруту. На ри-
сунку 2 показано область сканування з ідентифіко-
ваними маршрутами, встановленими граничними 
точками та умовними ребрами. 

Наступний етап – розв’язання задачі сумарної 
мінімізації маршрутів. Для розв’язання цієї задачі 
застосовується класичний базовий алгоритм 
розв’язання задачі комівояжера, проте з певною мо-
дифікацією.  У якості вхідних даних для базового 
алгоритму є: множина усіх точок, що належить об-

ласті сканування; усі граничні точки; усі встановле-
ні умовні ребра між граничними точками. 

 

 
Рис. 2. Область сканування з ідетифікованими  

частинами маршруту, граничними точками  
та умовними ребрами 

 
Результатом виконання базового алгоритму бу-

де один маршрут між усіма точками (що належали 
раніше різним маршрутам). Варто зазначити, що у 
результуючому маршруті передані умовні ребра та 
граничні точки залишаться. І, після їх вилучення, 
отримаємо таку ж кількість маршрутів, що і була до 
того. На рисунку 3 показано область сканування 
після сумарної мінімізації маршрутів у ній. 

 

 
Рис. 3. Оптимізовані маршрути  

в елементарній області сканування 
 

Основною перевагою описаного підходу є ви-
сока якість оптимізації маршруту. Даний підхід мо-
же бути застосований у різних типах транспортних 
задач. Обчислювальна складність залежить від об-
числювальної складності базового алгоритму.  
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3. Аналіз одержаних результатів 
 

Проведено тестування для задач із розмір-
ностями 1000 та 10000 точок. Розподіл точок у 
тестах – довільний. Розмір областей сканування 
задавався однаковим по висоті та ширині від 100 
до 500 пікселів при розмірі вхідної множини то-
чок 1000х1000 пікселів. Маршрути для оптиміза-
ції були отримані відомим класичним алгоритмом 
2-opt, що забезпечує якість в межах 6-9% від оп-
тимальної. У ролі базового використовувався ал-
горитм Гельсгауна. 

Тести проводилися на ПК з процесором Intel 
Pentium IV з частотою 3 ГГц і 512 Мб ОЗП. 

Досліджено як впливає розмір області скану-
вання на якість оптимізації, а також як впливає роз-
мір області перетину. Для задач усіх розмірностей 
задавалися наступні значення розміру області ска-
нування і перетину (у дужках зазначено розмір об-
ласті перетину): 100(30%), 100(50%), 100(70%), 
200(30%), 200(50%), 200(70%), 300(30%), 300(50%), 
300(70%), 400(30%), 400(50%), 400(70%), 
500(30%), 500(50%), 500(70%). Таблиця 1 містить 
результати тестування задач розмірністю 1000 то-
чок. 
 

Таблиця 1 
Результати тестування 

задач розмірністю 1000 точок 

 
При збільшенні розміру області оптимізації 

зростає якість маршруту. Для задачі розмірністю 
1000 точок при розмірі області оптимізації 400х400 
пікселів та області перетину 50% маршрут покращу-
ється на 4,21%. При цьому оптимізація  триває бли-
зько 10 секунд. 

Та ж тенденція спостерігається і для задач роз-
мірністю 10000 точок. Таблиця 2 містить результати 
тестування. 

Таблиця 2 
Результати тестування 

задач розмірністю 10000 точок 

 

Висновки 
 

Запропонований алгоритм оптимізації 
розв’язків задачі комівояжера демонструє покра-
щення якості маршруту в межах 3-5 % (при достат-
ньо великих розмірах області сканування та перети-
ну) для розв’язків, одержаних за допомогою класич-
ного алгоритму 2-opt.  

Зі збільшенням розміру області сканування час 
обчислень зростає пропорційно. Із різким збільшен-
ням розмірності задачі не спостерігається різке збі-
льшення часу обчислень. Якість, що забезпечує ал-
горитм, залишається сталою зі збільшенням розмір-
ності задачі. 
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АЛГОРИТМ ОПТИМИЗАЦИИ РЕШЕНИЯ ЗАДАЧИ КОММИВОЯЖЕРА 

В ЛОКАЛЬНОЙ ОБЛАСТИ 
Р.П. Базилевич, Р.К. Кутельмах  

Предложен новый метод оптимизации решения Эвклидовой задачи коммивояжера, который может 
быть применен для улучшения решения задачи, полученного с помощью декомпозиции или какого-либо 
быстрого эвристического алгоритма. Как базовую процедуру для решения задачи коммивояжера алгоритм 
использует один из наиболее эффективных современных подходов – алгоритм Кельда Гельсгауна, который 
является модификацией алгоритма Лина-Кернигана. 

Ключевые слова: задача коммивояжера, декомпозиция, транспортная задача, NP-сложность, область 
сканирования, оптимизация, алгоритм Лина-Кернигана, алгоритм Гельсгауна. 

 
AN OPTIMIZATION ALGORITHM OF TRAVELING SALESMAN PROBLEM SOLVING 

IN LOCAL SPACE 
R.P. Bazylevych, R.K.Kutelmah  

The paper presents a new optimization method of Euclid’s travelling salesman problem. The method can be 
used for improvement of problem solving that was obtained by using decomposition or other heuristic algorithm. 
The algorithm uses one of most effective modern approaches – algorithm of Helsgaun that is modification of 
algorithm of Lin-Kernighan such as a basic procedure for travelling salesman problem solving. 

Key words: traveling salesman problem (TSP), decomposition, traffic problem, NP-complexity, scan space, 
optimization, algorithm of Lin-Kernighan, algorithm of Helsgaun. 
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