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В ПОТОКЕ ОТКАЗОВ 
 
В статье рассматривается задача модернизации GL-моделей, адекватно отражающих реакцию 2-
отказоустойчивой многопроцессорной системы на появление отказов различной кратности. Модерниза-
ция осуществляется путем изменения одной из реберных функций модели. Анализируются и оценивают-
ся возможности такого подхода. 
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Введение 
 
Управление сложными объектами в современном 

мире очень часто осуществляется с  применением 

сложных многопроцессорных систем при высоких 

требованиях к их надежности [1]. Потеря работо-

способности таких систем подчас может привести к 

катастрофическим последствиям экономического 

или социального характера. Поэтому архитектура 

подобных многопроцессорных систем изначально 

предполагается реконфигурируемой и отказоустой-

чивой. Высокая стоимость  подобных систем управ-

ления привела к тому, что большое значение приоб-

рело моделирование работы отказоустойчивых мно-

гопроцессорных систем (ОМС), позволяющее на 

этапе проектирования дать оценку надежности сис-

темы. Однако нередко решение этой задачи требует 

колоссальных вычислительных затрат и иногда не 

может быть выполнено с необходимой точностью за 

заданный промежуток времени. 

Среди множества моделей ОМС особое место 

занимают графо-логические модели [2, 3], отра-

жающие поведение ОМС в потоке отказов, которые 

используют преимущества теории графов и аппара-

та булевых функций. Оптимизация построения гра-

фо-логической модели заметно сокращает время, 

необходимое для выполнения статистических экс-

периментов с моделью, что позволяет осуществить 

расчет надежности ОМС с требуемой точностью 

доступными вычислительными средствами. 

Основные определения. Графо-логическая мо-

дель (далее GL-модель) ОМС, состоящей из n про-

цессоров, представляет собой неориентированный 

граф G, каждому ребру которого соответствует бу-

лева функция. Аргументами рёберных функций яв-

ляются индикаторные переменные xi (i = 1, … , n), 

равные 1 (i-й элемент системы работоспособен) или 

0 (i-й элемент системы вышел из строя). Ребро уда-

ляется из графа GL-модели, если соответствующая 

ему рёберная функция принимает значение 0. Связ-

ность графа моделирует работоспособность ОМС. 

ОМС, состоящую из n элементов и сохраняю-

щую работоспособность в случае отказа не более, 

чем m её любых модулей (0 ≤ m < n ), будем обозна-

чать K(m, n) и назовём базовой ОМС.  

В дальнейшем будем рассматривать GL-модель, 

представленную циклическим неориентированным 

графом G с рёберными функциями вида (см. [3]): 

iii Txh ∨= , 

где n – количество вершин графа G; 

i = 1, … , n; 
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В [3] показано, что граф G в этом случае теряет 

связность, если и только если не менее трёх пере-

менных из множества {xi , … , xn} принимают нуле-

вые значения. Таким образом, описанная GL-модель 

отображает реакцию  двухустойчивой базовой ОМС 

на появление отказов. 

Пример 1: GL-модель системы K(2,7) – цикличе-

ский граф, ребрам которого соответствуют булевы 

функции: 

h1 = x1 ∨ x2 x3 x4; h5 = x5 ∨ x6 x7 x1; 

h2 = x2 ∨ x3 x4 x5; h6 = x6 ∨ x7 x1 x2; 

h3 = x3 ∨ x4 x5 x6; h7 = x7 ∨ x1 x2 x3. 

h4 = x4 ∨ x5 x6 x7;  

Важным достоинством таких GL-моделей явля-

ется простота формирования рёберных функций и 

определения связности графа G. 

Базовым f-вектором будем называть цикличе-

скую последовательность b1, b2, b3,….., bn номеров 

элементов системы, полностью определяющую мо-

дель и первым элементом которой является 1. В 

приведенной модели K(2,7) базовый f-вектор: 

(1,2,3,4,5,6,7,8). Для простоты будем считать, что f-

вектор – это цикл, где после его последнего элемен-

та следует первый. 

Вектором состояния системы назовём упорядо-

ченную последовательность x1, x2 , …, xn. Два нуле-

вых элемента xi и xj вектора состояния будем назы-

вать соседними, если между соответствующими им 

элементами f-вектора bt и bp находятся элементы, 

которым соответствуют единичные элементы векто-

ра состояния. Расстоянием ji xxl  по базовому f-

вектору между соседними элементами xi и xj вектора 

состояния назовём величину Е+1, где Е – количест-

во находящихся между элементами bt и bp элементов 

f-вектора. 

Как было сказано, достоинством предложенной 

модели базовой двухустойчивой многопроцес-

сорной системы является её простота, что позволяет 

увеличить число экспериментов с моделью и тем 

самым повысить точность расчета надежности 

ОМС. Однако реальные системы не всегда бывают 

базовыми. Нередко приходится иметь дело с небазо-

выми системами, т.е. такими, которые становятся 

неработоспособными при возникновении некоторых 

p отказов, в то же время оставаясь работоспособны-

ми при других q отказах (q > p ). 

В [4] представлены возможные подходы к 

трансформации предложенной GL-модели базовой 

ОМС в модель небазовых ОМС: 

− изменение графа путем введения в его струк-

туру дополнительных ребер; 

− изменение реберных функций. 

Первый подход позволяет решить вопрос о по-

строении GL-модели небазовой ОМС, однако неред-

ко значительно усложняет структуру графа, что 

приводит к увеличению времени проведения одного 

эксперимента с моделью. 

Второй подход к трансформации GL-модели ма-

ло изучен, однако является привлекательным, по-

скольку позволяет сохранить простую циклическую 

структуру графа и, следовательно, не усложнять 

процедуру определения связности графа. В [4] при-

водится принципиальное решение этой задачи, од-

нако оно может привести к существенному услож-

нению реберных функций. 

Тем не менее, модернизация реберных функций 

кажется авторам перспективным направлением, по-

скольку, как будет показано ниже, возможны другие 

решения, в результате которых реберные функции 

упрощаются, что позволяет сократить время прове-

дения статистического эксперимента с GL-моделью. 

В данной работе рассматриваются вопросы по-

строения GL-модели ОМС, которые остаются рабо-

тоспособными при появлении всех двукратных от-

казов и некоторых комбинаций из трех отказов, пу-

тем изменения одной реберной функции GL-модели 

базовой ОМС K(2,n), предложенной в [3]. 
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1. Удаление одной переменной 
 
Назовем блокированием некоторого вектора со-

стояния базовой ОМС K(2,n), содержащего более 

двух нулевых элементов, процесс изменения GL-

модели по [3] системы таким образом, что граф G 

остается связным при появлении этого вектора со-

стояния и, следовательно, отображает «небазовое» 

поведение системы. 

Дадим второе обозначение аргументам реберных 

функций, однозначно определяющее реберную 

функцию, которой принадлежит аргумент: обозна-

чим через xt
i  аргумент функции fi такой, что 

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=

∈

.
,
tl

Tx

xt
ixi

i
t
i

 

Необходимо заметить, что одной и той же инди-

каторной переменной ix могут соответствовать раз-

личные обозначения. В примере 1 GL-модели сис-

темы K(2,7) индикаторной переменной x3 соответст-

вуют обозначения x2
1 , x1

2  и x3
7 . 

Рассмотрим изменение значений функции fi при 

удалении аргумента xt
i . Такая модернизация приво-

дит к тому, что при появлении в ОМС некоторых 

трехкратных отказов, функция fi, которая до изме-

нения принимала значение 0, теперь принимает зна-

чение 1 и ребро i не удаляется из графа. Таким обра-

зом, удаление аргумента xt
i  из реберной функции fi 

приводит к блокированию некоторых векторов со-

стояния, при появлении которых из GL-модели ба-

зовой ОМС K(2,n) удалялось 2 ребра, поскольку по-

сле изменения функции fi из модели удаляется 1 

ребро и граф G остается связным. К таким векторам 

состояния относятся векторы, нулевым элементам 

которых соответствуют аргументы ix , xt
i  и 

x j ( ij Tx ∉ ) . 

Утверждение 1: количество векторов состояния, 

блокируемых при удалении из GL-модели базовой 

ОМС K(2,n) элемента xt
i , равно 

⎪
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Доказательство: из сказанного выше следует, что 

Q равняется мощности множества векторов состоя-

ния, при появлении которых из GL-модели базовой 

ОМС K(2,n) удаляются 2 ребра и которые содержат 

нулевые элементы на позициях ix и xt
i . 

В [5] показано, что при появлении вектора со-

стояния с тремя нулями 2 ребра удаляются из  GL-

модели тогда, когда расстояние между двумя нуле-

выми элементами которых превышает [
2

1] −n . 

Из определения xt
i  и правил формирования ре-

берных функций GL-модели базовых ОМС K(2,n) по 

[1] следует, что 

⎢⎣
⎡

⎥⎦
⎤ −

≤
2

1n
xx t

ii
l . 

Поэтому искомое множество составляют векто-

ры состояния, в которых 
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где аргументы xi , xt
i  и x j  соответствуют нулевым 

элементам вектора состояния. 

Очевидно, что количество векторов состояния, 

для которых справедливо условие (1), равно 
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Количество векторов состояния, для которых 

справедливо условие (2), равно 

⎩
⎨
⎧

=
n. четных для 

n; нечетных для 
Q

,1
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"  

Поскольку одновременное выполнение условий 

(1) и (2) в одном векторе состояния невозможно, то 
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Доказательство завершено. 

Как видно из утверждения 1, удаление элементов 

из Ti не всегда приводит к изменению функциони-

рования модели.  

Следствие 1: удаление элемента 2
1−n

ix  в GL-

моделях рассматриваемого типа для ОМС с нечет-

ным количеством модулей упрощает модель, не 

влияя на ее функционирование, поскольку количе-

ство векторов состояния, блокируемых в результате 

такого изменения, равно 0. 

Более того, для систем с нечетным количеством 

модулей возможно упрощение GL-модели путем 

удаления элементов 2
1−n

ix  из нескольких реберных 

функций. 

Утверждение 2:  максимальное количество ре-

берных функций GL-модели базовой ОМС K(2,n) 

(n =2h + 1), удаление из которых элемента 2
1−n

ix  не 

влияет на корректность работы модели, равно 
2

1−n . 

Доказательство: единственным условием того, 

что удаление из реберных функций fi1 и fi2 элементов 

2
1

1

−n

ix  и 2
1

2

−n

ix не приведет к искажению работы GL-

модели базовой ОМС K(2,n) (n = 2h + 1), является 

условие 

⎢⎣
⎡

⎥⎦
⎤ −

≠
2

1
21

n
xx iil ,                         (3) 

поскольку в противном случае аргументы 2ix и 

2
1

1

−n

ix  совпадают, и при появлении в системе отказов 

модулей, соответствующих аргументам 1ix , 2ix  и 

2
1

2

−n

ix , из графа G удаляется 1 ребро (в то время, как 

при появлении любых трех отказов должны удалят-

ся 2 ребра), что приводит к сохранению его связно-

сти и, следовательно, нарушению корректной рабо-

ты модели. 

Несложно показать, что максимальное количест-

во реберных функций fij, для которых попарно вы-

полняется условие (3), равно 
2

1−n . 

Доказательство завершено. 

Необходимо заметить, что подобное упрощение 

для GL-моделей базовых ОМС K(2,n) с четным ко-

личеством модулей невозможно. 

Следствие 2: удаление любого аргумента в GL-

моделях рассматриваемого типа для ОМС с четным 

количеством модулей всегда приводит к блокирова-

нию, по крайней мере, двух векторов состояния. 

Действительно, )( maxmin tQQ = , и поскольку 

⎢⎣
⎡

⎥⎦
⎤ −

=
2

1
max

nt , то 2min =Q  для систем с нечетным 

количеством модулей. 

 
2. Удаление нескольких переменных 
 
Пусть itV  – множество векторов состояния, бло-

кируемых при удалении из GL-модели базовой ОМС 

K(2,n) элемента xt
i . Легко показать, что 

=∩ 21 itit VV ∅, поскольку векторы из различных 

множеств отличаются, как минимум, одним нуле-

вым элементом, соответствующим аргументам x pt
i 1  

и x pt
i 2 . 

Утверждение 3: количество векторов состояния, 

блокируемых при удалении из GL-модели базовой 

ОМС K(2,n) g элементов x pt
i (p = 1, …, g, g < ]

2
1−n [), 

равно 

2

1
|| g

g

p
itg CVQ p += ∑

=
. 

Доказательство: утверждение становится оче-

видным, если учесть, что множество векторов со-

стояния, блокируемых при удалении нескольких 
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элементов x pt
i , включает в себя векторы состояния, 

блокируемые при отдельном удалении каждого из 

элементов x pt
i  (т.е. множество pitV ), а также векто-

ры состояния, блокируемые в результате одновре-

менного удаления g элементов из одного терма (к 

таким векторам относятся те, у которых один нуле-

вой элемент соответствует элементу xi, а два других 

нулевых элемента составляют все возможные по-

парные комбинации из множества элементов x pt
i , 

где p = 1, …, g, т.е. количество таких векторов со-

стояния равно 2
gC ). 

Доказательство завершено. 

Величина gQ  не является постоянной для одно-

го и того же количества g удаляемых элементов и 

изменяется в зависимости от величин t (t = 1, …, 

]
2

1−n [) удаляемых элементов x pt
i . 

Утверждение 4: количество gQ  векторов со-

стояния, которые блокируются в результате удале-

ния g элементов из терма Ti (g < ]
2

1−n [ ), варьируется 

в следующих пределах: 
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Доказательство: из утверждения 3 следует, что 

gQ минимально при удалении g элементов x pt
i  (p = 

= 1, …, g), для которых величина || tipV  минималь-

на, т.е. элементов x pt
i , где tp = ]

2
1−n [ – g + 1, …, 

]
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где Ad – сумма арифметической прогрессии d чле-

нов, первый из которых равен 1, а разность состав-

ляет 1. 

Учитывая, что 2
1+= dd CA , получаем 
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Аналогично, gQ  максимально при удалении g 

элементов x pt
i , для которых величина || tipV  макси-

мальна, т.е. элементов x pt
i , где tp = 1,…, g: 
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Учитывая, что )1(222 −⋅=−+ − baCCC abba , полу-

чаем 
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Доказательство завершено. 

Утверждение 4 может быть использовано при 

построении GL-модели небазовой ОМС на основе 

GL-модели базовой ОМС K(2,n), поскольку позволя-

ет определить количество элементов, которые пона-

добится удалить из реберной функции fi, если из-

вестно количество векторов состояния, которые не-

обходимо заблокировать. 

Утверждение 5: из множества блокируемых в 

результате удаления из терма Ti g элементов векто-

ров состояния, ptR  векторов содержат нулевой эле-
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мент на позиции, соответствующей удаляемому 

элементу x pt
i , где 
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Доказательство: как отмечалось при доказатель-

стве утверждения 3, нулевой элемент на позиции, 

соответствующей элементу x pt
i , встречается в сле-

дующих векторах состояния: 

1) в векторах состояния, блокируемых при от-

дельном удалении элемента x pt
i  из терма Ti и кото-

рые составляют множеств pitV ; 

2) в векторах состояния, блокируемых при од-

новременном удалении из терма Ti двух элементов, 

один из которых – элемент x pt
i . Количество таких 

векторов состояния равно (g – 1). 

Таким образом 
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Доказательство завершено. 

Примечательно, что количество блокируемых 

векторов состояния, содержащих нулевые элементы 

на позициях p', которым не соответствуют удаляе-

мые элементы x pt
i , меньше, чем количество векто-

ров состояния,  содержащих нулевые элементы на 

позициях p", соответствующих удаляемым элемен-

там x pt
i . Это объясняется тем, что нулевые элемен-

ты на позиции p' встречаются не более, чем в одном 

векторе состояния каждого из множеств 
pitV  и не 

принадлежат векторам состояния, блокируемым в 

результате одновременного удаления нескольких 

элементов x pt
i . Таким образом, максимальное коли-

чество появлений нулевого элемента на позиции p' 

равно 
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Полученная оценка позволяет сделать следую-

щий вывод. 

Следствие 3: GL-модель небазовой ОМС на ос-

нове модели базовой ОМС K(2,n), в которой необ-

ходимо заблокировать заданное множество векторов 

состояния, каждый из которых содержит нулевой 

элемент на позиции i, можно построить путем уда-

ления из терма Ti элементов, соответствующих по-

зициям векторов состояния этого множества, на ко-

торых наиболее часто встречаются нулевые элемен-

ты. 

Множество векторов состояния, блокируемых 

при удалении из терма Ti одного или нескольких 

элементов, назовем полным для этого множества 

элементов (для сокращения в дальнейшем просто 

полным). 

На основании утверждений 4, 5 и следствия 3 

можно сформулировать следующий алгоритм. 

Алгоритм построения GL-модели для блокиро-

вания полного множества V векторов состояния, 

содержащих 3 нулевых элемента, один из которых 

находится на позиции  i. 

1). Руководствуясь граничными значениям, ука-

занными в утверждении 4, определить на основе 

мощности множества V количество g элементов, 

которые необходимо удалить из терма Ti. 

2). Определить множество P', состоящее из g по-

зиций, на которых в векторах состояния множества 

V наиболее часто встречаются нулевые элементы. 

3). Для каждой из позиций 'Pp'
j ∈  (j = 1, …, g) 

определить соответствующий элемент x pt
i  вектора 

состояния, для которого 
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где jpR  – количество появлений нулевого элемента 

на позиции '
jp . 

4). Определить множество P", состоящее из ос-

тавшихся позиций, на которых встречаются нулевые 

элементы ( =∩ "' PP ∅). 

5). Для каждой из позиций "Pp"
t ∈  поставить в 

соответствие элемент вектора состояния x pt
i  такой, 

что  

δ+
−

−−= [
2

1]1
1

nn,...,nl t
ixx

, 

где t
ixx

l
1

 выбирается тем больше, чем чаще встреча-

ется в векторах состояния нулевой элемент на пози-

ции "
tp , а δ равно минимальному t

ixx
l

1
, полученно-

му в п. 3. 

6). Построить f-вектор GL-модели, руководству-

ясь полученными в п.п. 3 и 5 алгоритма расстояния-

ми t
ixx

l
1

 по f-вектору между элементом xi и осталь-

ными элементами. 

7). На основе полученного f-вектора построить 

GL-модель базовой ОМС K(2,n), из реберной функ-

ции fi которой удалить элементы, полученные в п.3. 

Покажем применение описанного алгоритма на 

примере. 

Пример 2: пусть задана ОМС K(2,11), которая 

остается работоспособной при появлении векторов 

состояния, содержащих нулевые элементы на пози-

циях 

(1, 2, 3), (1, 2, 4),     (1, 2, 5), (1, 2, 8),    

(1, 2, 9), (1, 2, 10), (1, 2, 11), (1, 3, 4), 

(1, 3, 5), (1, 3, 9),   (1, 3, 10), (1, 3, 11),  

(1, 4, 5), (1, 4, 10), (1, 4, 11), (1, 5, 11). 

Все векторы состояния содержат нулевой эле-

мент на позиции 1, следовательно, в GL-модели не-

обходимо удалить элементы из терма T1: 

1) определим количество g элементов, удаляе-

мых из терма T1. Количество векторов состояния 

равно 16, следовательно, g = 4 (из утверждения 4); 

2) определим g = 4 позиции, на которых нулевые 

элементы встречаются наибольшее количество раз: 

позиция 2 – 7 раз, 

позиция 3 – 6 раз, 

позиция 4 – 5 раз, 

позиция 5 – 4 раза; 

3) определим расстояние по f-вектору между эле-

ментом x1 и элементами x2, x3, x4, x5: 

21xxl  = 5 – 7 + 4 – 1 = 1, 

31xxl  = 5 – 6 + 4 – 1 = 2, 

41xxl  = 5 – 5 + 4 – 1 = 3, 

51xxl  = 5 – 4 + 4 – 1 = 4; 

4) оставшиеся позиции векторов состояния, на 

которых встречаются нулевые элементы: 

позиция 8   – 1 раз, 

позиция 9   – 2 раза, 

позиция 10 – 3 раза, 

позиция 11 – 4 раза; 

5) расстояние по f-вектору между элементом x1 и 

элементами x8, x9, x10, x11: 

111xxl  = n – 1 = 10,  

101xxl  = n – 2 = 9,  

91xxl  = n – 3 = 8,  

81xxl  = n – 4 = 7;  

6) построим f-вектор: 

f = (1, 2, 3, 4, 5, 7, 6, 8, 9, 10, 11) 

(позиции 6 и 7 заполняем произвольным образом); 

7) построим GL-модель базовой ОМС K(2,11) 

f1 = x1 v x2 x3 x4 x5 x7 , f6 = x1 v x8 x9 x10 x11 x1 , 

f2 = x1 v x3 x4 x5 x7 x6 , f8 = x1 v x9 x10 x11 x1 x2 , 

f3 = x1 v x4 x5 x7 x6 x8 , f9 = x1 v x10 x11 x1 x2 x3 , 

f4 = x1 v x5 x7 x6 x8 x9 , f10 = x1 v x11 x1 x2 x3 x4 , 

f5 = x1 v x7 x6 x8 x9 x10 , f11 = x1 v x1 x2 x3 x4 x5 ; 

f7 = x1 v x6 x8 x9 x10 x11 ,  

8) удалим  из реберной функции f1 элементы x2, 

x3, x4, x5 , найденные в п. 2: 

f1 = x1 v x7 . 

Мы получили искомую GL-модель. 
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Приведенный алгоритм дает точное совпадение 

только в случае его применения к полному множе-

ству векторов состояния. В случае применения ал-

горитма к неполному  множеству векторов состоя-

ния V возможны ситуации, когда блокируются век-

торы состояния, не принадлежащие заданному мно-

жеству V. В таком случае необходимо дальнейшее 

изменение реберной функции fi, в ходе которого для 

q заблокированных векторов состояния, не принад-

лежащих множеству V и содержащих нулевые эле-

менты на позициях i, ju, su) (u = 1, …, q), терм Ti  из-

меняется  следующим образом: 

∏
=

∨⋅=
q

t
uuii sjTT

1
)

' ( . 

Очевидно, что '
iT = 0 только в случае появления 

векторов состояния, не принадлежащих множеству 

V. 

Приведем пример: пусть система, показанная в 

примере 2, теряет работоспособность при появлении 

векторов состояния, содержащих нулевые элементы 

на позициях 

(1, 3, 9), (1, 4, 9), (1, 2, 5). 

Другими словами, рассмотренное в примере 2 

полное множество векторов состояния становится 

неполным. Изменив реберную функцию f1 следую-

щим образом 

f1 = x1 v x7 (x3 v x9) (x4 v x9) (x2 v x5), 

мы получим GL-модель, адекватно отображающую 

работоспособность системы в новых условиях. 

 
Заключение 

 
В данной работе рассмотрены вопросы транс-

формации GL-модели базовой ОМС в GL-модель 

небазовой ОМС путем изменения реберных функ-

ций GL-модели базовой ОМС K(2,n), предложенной 

в [3]. Такая модификация не только позволяет по-

строить GL-модель, адекватно отображающую по-

ведение ОМС в потоке отказов, но и упростить  

 

реберные функции, что приводит к  сокращению 

времени проведения статистических экспериментов 

с моделью и, следовательно, повышению точности 

расчета надежности ОМС.  

В частности показано, что путем изменения од-

ной реберной функции возможно построение  

GL-модели для определенного вида небазовых 

ОМС. Интерес представляет дальнейшее изучение 

возможностей трансформации GL-моделей, лежа-

щих на этом пути. 
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