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ТРИВИМІРНІ ОПЕРАТОРИ ПЕРЕТВОРЕНЬ ФУР’Є ТА ХАРТЛІ  
НА ПРЯМОКУТНІЙ СІТЦІ НА ОСНОВІ МЕТОДУ ФАЙЛОНА  

ТА B-СПЛАЙНУ ТРЕТЬОГО СТЕПЕНЯ 
 

Побудовано тривимірні оператори дискретно-неперервних і дискретних перетворень Фур'є і Хартлі на 
основі методу Файлона і B-сплайну третього степеня, що мають специфічні характеристики точності в 
порівнянні з відомими "класичними" тривимірними дискретно-неперервними і дискретними перетво-
реннями Фур'є і тривимірними дискретно-неперервними і дискретними перетвореннями Хартлі. Наве-
дені теореми, що установлюють властивості операторів і співвідношення між операторами та тестовий 
приклад. 

оператор, тривимірне перетворення Хартлі, тривимірне перетворення Фур’є, метод Файлона, B-
сплайн, функціонал, властивості тривимірних операторів Фур’є та Хартлі 

 
Вступ 

 
Формулювання проблеми. Проблема, яку ми 

розв’язуємо в даній статті, полягає в побудові ін-

струментарію інформаційних технологій в базисах 

Фур’є та Хартлі [1, 2] – тривимірних фінітних опе-

раторів перетворень Фур’є та Хартлі (скорочено: 

оператори F&H ), на прямокутній сітці на основі 

методу Файлона (Filon) [3] та B-сплайну [4] третьо-

го степеня для дійсних або комплексних функцій 

трьох дійсних змінних на основі фіксованої кількос-

ті відліків наближуваної функції ( , , )f x y z , які б 

мали більш якісні характеристики точності, ніж 

“класичні” тривимірні оператори .F&H  Тому про-

блема є актуальною. 

В літературі, присвяченій перетворенням ,F&H  

основними напрямками досліджень є різноманітні 

варіанти реалізації швидких алгоритмів дискретного 

перетворення Фур’є (ДПФ) [5 – 7], порівняння шви-

дких алгоритмів ДПФ та дискретного перетворення 

Хартлі (ДПХ) [8], створення багатовимірних варіан-

тів ДПФ та ДПХ [9]. “Класичні” тривимірні пере-

творення F&H : 

\ ( , , ) ( , , )F HZ u v t f x y z
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\( , , ) ( , , )F Hf x y z Z u v t
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де ( ) cos( ) sin( )cas t t t= + ,  

\F H  – скорочено: Фур’є або Хартлі.  

Наведені формули в прикладних задачах, орієн-

товані на інформаційні технології, використовують 

у вигляді операторів прямих та обернених тривимі-

рних дискретних перетворень F&H  [9]: 
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Тривимірні “класичні” дискретні перетворення 

F&H  (1), (2) з точки зору характеристик точності 

мають недоліки, які аналогічні розглянутим в [10] 

для “класичного” двовимірного ДПФ. 

Метою роботи є побудова тривимірних операто-

рів фінітних дискретно-неперервних та дискретних 

перетворень F&H  на основі методу Файлона та B-

сплайну третього степеня по кожній змінній, з 

3

1
( 2 1)s

s
Mp

=
+∏  вузлами прямокутної сітки: 

1 2 3 1 21 1 2 2( , , ), , ,p p p p pS x y z x p y p= ∆ = ∆  
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π
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1, 1,3s sMp M s= + = , в області 3( , )D= −π π , які ма-

ли б нову, порівняно з “класичними” дискретно-

неперервними та дискретними тривимірними опера-

торами F&H  властивість – можливість забезпечу-

вати більш якісні характеристики точності, порівня-

но з “класичними” тривимірними дискретно-

неперервними та дискретними операторами F&H  

(при однаковій кількості вузлів). 

 
1. Вирішення проблеми 

 
Під фінітними операторами F&H  ми розуміємо 

оператори F&H  від фінітної функції. Не зменшую-

чи загальності, ми вважаємо, що носій цих функції 

[ ] 3( , , ) ( ) , ,rsupp f x y z C D D= = −π π  та 

\ ( , , ) ( )F H rsupp Z u v t C D= , [ ] 3, .D= −π π  Хай 

( , , ) ( ) ( )r
pf x y z C D L D∈ ∩ , 1, 2,3..;r = 1, 2p=  задо-

вольняє вимогам тривимірної теореми Найквіста 

[11]. (Умова 1). Областю визначення дискретизова-

ної функції 
1 2 3

( , , )p p pf x y z  є вузли прямокутної 

сітки 
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1, 3s= , в області 3( , )D= −π π . (Умова 2). Для пода-

льшого застосування умови 1 та 2 позначимо як 

умову " "V . 

Для наближеного обчислення коефіцієнтів три-

вимірних фінітних дискретно-неперервних та дис-

кретних операторів перетворень F&H  комплексної 

функції дійсного аргумента ( , , )f x y z =  

2Re ( , , ) Im ( , , ) , ( , , ) ( ) ,f x y z j f x y z f x y z L D= + ∈  

[ ] 3, ,D= −π π  для якої виконується умова " "V : 
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{ }, , , 1,3s s s sN N k N N s= =− = , 

в тривимірних сумах F&H : 
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послідовно до кожної змінної ( , , )f x y z  застосову-

ємо підхід Файлона, сформульований в [3] і модифі-

кований в [12]. При цьому ми замінюємо в (3) 

( , , )f x y z  тривимірним B-сплайном третього сте-

пеня. Внаслідок цього отримуємо наближення 

1 2

\ , 3
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де [4]: 
1 2 31 2 3

3 , 3 3 , 3
1, , ( ) ( , , )d Sp d Sp

p p pp p pR f C f x y z= +  

1 2 3 1 2 3
3 , 3

1 12 ( , , ) ( , , )d Sp
p p p p p pC f x y z f x y z− +⎡+ + +⎣  

1 2 3 1 2 31 1( , , ) ( , , )p p p p p pf x y z f x y z− ++ + +  

1 2 3 1 2 31 1( , , ) ( , , )p p p n p pf x y z f x y z− +
⎤+ + +⎥⎦

 

1 2 3 1 2 3
3 , 3

1 1 1 13 ( , , ) ( , , )d Sp
p p p p p pC f x y z f x y z− − − +

⎡+ +⎢⎣
 

1 2 3 1 2 31 1 1 1( , , ) ( , , )p p p p p pf x y z f x y z+ − + ++ + +  

1 2 3 1 2 31 1 1 1( , , ) ( , , )p p p p p pf x y z f x y z− − − ++ + +  

1 2 3 1 2 31 1 1 1( , , ) ( , , )p p p p p pf x y z f x y z+ − + ++ + +  

1 2 3 1 2 31 1 1 1( , , ) ( , , )p p p p p pf x y z f x y z− − − ++ + +  

1 2 3 1 2 31 1 1 1( , , ) ( , , )p p p p p pf x y z f x y z+ − + +
⎤+ + +⎥⎦

 

1 2 3
3 , 3

1 1 14 ( , , )d Sp
p p pC f x y z− − −

⎡+ +⎢⎣
 

1 2 3 1 2 31 1 1 1 1 1( , , ) ( , , )p p p p p pf x y z f x y z− − + − + −+ + +

1 2 3 1 2 31 1 1 1 1 1( , , ) ( , , )p p p p p pf x y z f x y z− + + + − −+ + +

1 2 3 1 2 31 1 1 1 1 1( , , ) ( , , )p p p p p pf x y z f x y z+ − + + + −+ + +

1 2 3
3 , 3

1 1 1 1
64( , , ) ; ,
27

d Sp
p p pf x y z C+ + +

⎤+ =⎥⎦
 

3 , 3 3 , 3 3 , 3
2 3 4

8 1 1, ,
27 27 216

d Sp d Sp d SpC C C=− = =− ; 

3 ( , , )h x p ∆ =

2
3

2 1 2
2

1 1
2

1
3

1 2 1

2

0, ;

, , ( ) / ;

1 3 3 (1 ), , ( ) / ;1
6 1 3(1 ) 3 (1 ) , , ( ) / ;

(1 ) , , ( ) / ;

0, , ( 1), ,.. 1,0,1,..., , ( 1).

p

p p p

p p p

p p p

p p p

p

x x

t x x x t x x

t t t x x x t x x

t t t x x x t x x

t x x x t x x

x x p M M M M

−

− − −

− −

+

+ + +

+

≤⎧
⎪
⎪ < ≤ = − ∆
⎪
⎪ + + − < ≤ = − ∆⎪= ⎨
⎪ + − + − < ≤ = − ∆
⎪

− < ≤ = − ∆

> =− + − − +⎩

⎪
⎪
⎪

 

Обчисливши функціонал (4), отримуємо: 
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Оператори тривимірних фінітних дискретно-

неперервних перетворень &F H , побудовані на 

прямокутній сітці на основі методу Файлона та B-

сплайну третього степеня мають вигляд: 

\ ,3 , 3
, ( )F H d Sp

M NL f =  

1 2 3

1 2 3
1 1 2 2 3 3

\ ,3 ,Sp3
, , , , ( )

N N N
F H d
M N k k k

k N k N k N
b f

=− =− =−
= ×∑ ∑ ∑  

1 2 3

1 2 3

exp ( )
,

( )

j k x k y k z

cas k x k y k z

⎧ ⎫⎡ ⎤+ +⎪ ⎪⎣ ⎦×⎨ ⎬
+ +⎪ ⎪⎩ ⎭

 

, 1, 3s sN Mp s≤ = ,                       (6) 

де ( , , )x y z D∈ , 
1 2 3

\ 3 ,
, , , , ( )F H , d Sp3

M N k k kb f  визначено в 

(5). При застосуванні (6) враховуємо вимоги триви-

мірної теореми дискретизації [11] для вибору необ-

хідних 1 2 3, ,Mp Mp Mp  для даної функції 

( , , )f x y z . 

Оператори тривимірних фінітних дискретних пе-

ретворень F&H , побудовані на прямокутній сітці 

на основі методу Файлона та B-сплайну третього 

степеня отримуємо з (6), замінивши неперервні 

, ,x y z  на їх відповідні дискретні значення : 

1 2 3
\ ,3 , 3
, ( , , )F H d Sp

p p pM NL f x y z⎡ ⎤ =⎢ ⎥⎣ ⎦
 

1 2 3

1 2
1 1 2 2 3 3

\ 3 ,
, , , ( )

N N N
F H , d Sp3
M N k k

k N k N k N
b f

=− =− =−
= ×∑ ∑ ∑  

3 3

1 1
exp \ ,s s s s s s

s s
j k p cas k p
= =

⎡ ⎤⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎢ ⎥⎜ ⎟ ⎜ ⎟× ∆ ∆

⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎢ ⎥⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎣ ⎦
∑ ∑     (7) 

, , 1, 3s s sp Mp Mp s=− = . 

При застосуванні (7) враховуємо вимоги триви-

мірної теореми дискретизації. 

Теорема 1. Оператори тривимірних перетворень 

F&H , побудовані на прямокутній сітці на основі 

методу Файлона обчислення інтегралів від швидко 

осцилюючих функцій та B-сплайну третього степе-

ня, якщо ( , , )f x y z  задовольняє умову " "V , мають 

властивості: 

,3 , 3 ,3 , 3
, ,( ) ( )F d Sp H d Sp

M N M NL f L f= .             (8) 

Доведення виконується безпосереднім обчисленням. 

Теорема 2. Оператори тривимірних дискретно-

неперервних перетворень F&H , побудовані на 

прямокутній сітці на основі методу Файлона обчис-

лення інтегралів від швидко осцилюючих функцій 

та B-сплайну третього степеня, якщо ( , , )f x y z  

задовольняє умову " "V : 

\ ,3 , 3
, ( )F H d Sp

M NU f =  

1 2 3

1 2 3
1 1 2 2 3 3

\ 3 ,
, , , , ( )

N N N
F H , d Sp3
M N k k k

k N k N k N
g f

=− =− =−
= ×∑ ∑ ∑  

1 2 3

1 2 3

exp ( )
,

( )

j k x k y k z

cas k x k y k z

⎧ ⎫⎡ ⎤+ +⎪ ⎪⎣ ⎦×⎨ ⎬
+ +⎪ ⎪⎩ ⎭

              (9) 

, 1,3, ( , , )s sN Mp s x y z≤ = ∈ℜ , 

де                       
1 2 3

\ 3 ,
, , , , ( )F H , d Sp3

M N k k kg f =  

1 2 3

\ ,3 , 3
1 1 2 3, , , , ( ) , ( 0) ( 0) ( 0)F H d Sp
M N k k kG f k k k⎡ ⎤= ≠ ∧ ≠ ∧ ≠ ∨⎢ ⎥⎣ ⎦

 

1 2

\ ,3 , 3
2 1 2 3, , , ,0 ( ) , ( 0) ( 0) ( 0)F H d Sp

M N k kG f k k k⎡ ⎤∨ ≠ ∧ ≠ ∧ = ∨⎢ ⎥⎣ ⎦
 

1 3

\ ,3 , 3
3 1 2 3, , ,0, ( ) , ( 0) ( 0) ( 0)F H d Sp

M N k kG f k k k⎡ ⎤∨ ≠ ∧ = ∧ ≠ ∨⎢ ⎥⎣ ⎦
 

2 3

\ ,3 , 3
4 1 2 3, ,0, , ( ) , ( 0) ( 0) ( 0)F H d Sp

M N k kG f k k k⎡ ⎤∨ = ∧ ≠ ∧ ≠ ∨⎢ ⎥⎣ ⎦
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1

\ ,3 , 3
5 1 2 3, , ,0,0 ( ) , ( 0) ( 0) ( 0)F H d Sp

M N kG f k k k⎡ ⎤∨ ≠ ∧ = ∧ = ∨⎢ ⎥⎣ ⎦
 

2

\ ,3 , 3
6 1 2 3, ,0, ,0 ( ) , ( 0) ( 0) ( 0)F H d Sp

M N kG f k k k⎡ ⎤∨ = ∧ ≠ ∧ = ∨⎢ ⎥⎣ ⎦
 

3

\ ,3 , 3
7 1 2 3, ,0,0, ( ) , ( 0) ( 0) ( 0)F H d Sp

M N kG f k k k⎡ ⎤∨ = ∧ = ∧ ≠ ∨⎢ ⎥⎣ ⎦
 

\ ,3 , 3
8 1 2 3, ,0,0,0 ( ) , ( 0) ( 0) ( 0) ,F H d Sp

M NG f k k k⎡ ⎤∨ = ∧ = ∧ =⎢ ⎥⎣ ⎦
(10) 

1 2 3

\ ,3 , 3
1 3 3 3, , , , ( ) (1) (2) (3)F H d Sp

M N k k kG f Q Q Q= ×  

1 2 3

1 2 3
1 1 2 2 3 3

3 , 3
, , ( )

Mp Mp Mp
d Sp

p p p
p Mp p Mp p Mp

R f
=− =− =−

× ×∑ ∑ ∑  

3 3

1 1
exp \s s s s s s

s s
j p k cas p k
= =

⎡ ⎤⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎢ ⎥⎜ ⎟ ⎜ ⎟× − ∆ ∆

⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎢ ⎥⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎣ ⎦
∑ ∑ , 

1 2

\ ,3 , 3
2 3 3 3, , , ,0( ) (1) (2)F H d Sp

M N k kG f Q Q e= ×  

1 2 3

1 2 3
1 1 2 2 3 3

3 , 3
, , ( )

Mp Mp Mp
d Sp

p p p
p Mp p Mp p Mp

R f
=− =− =−

× ×∑ ∑ ∑  

2 2

1 1
exp \s s s s s s

s s
j p k cas p k
= =

⎡ ⎤⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎢ ⎥⎜ ⎟ ⎜ ⎟× − ∆ ∆

⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎢ ⎥⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎣ ⎦
∑ ∑ , 

1 3

\ ,3 , 3
3 3 2 3, , ,0, ( ) (1) (3)F H d Sp

M N k kG f Q e Q= ×  

1 2 3

1 2 3
1 1 2 2 3 3

3 , 3
, , ( )

Mp Mp Mp
d Sp

p p p
p Mp p Mp p Mp

R f
=− =− =−

× ×∑ ∑ ∑  

3 3

1 1
2 2

exp \s s s s s s
s s
s s

j p k cas p k
= =
≠ ≠

⎡ ⎤⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎢ ⎥⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎢ ⎥⎜ ⎟ ⎜ ⎟× − ∆ ∆
⎢ ⎥⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎢ ⎥⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎣ ⎦

∑ ∑ , 

2 3

\ ,3 , 3
4 1 3 3, ,0, , ( ) (2) (3)F H d Sp

M N k kG f e Q Q= ×  

1 2 3

1 2 3
1 1 2 2 3 3

3 , 3
, , ( )

Mp Mp Mp
d Sp

p p p
p Mp p Mp p Mp

R f
=− =− =−

× ×∑ ∑ ∑  

3 3

2 2
exp \s s s s s s

s s
j p k cas p k
= =

⎡ ⎤⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎢ ⎥⎜ ⎟ ⎜ ⎟× − ∆ ∆

⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎢ ⎥⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎣ ⎦
∑ ∑ , 

1

\ ,3 , 3
5 3 2 3, , ,0,0 ( ) (1)F H d Sp

M N kG f Q e e= ×  

1 2 3

1 2 3
1 1 2 2 3 3

1 1 13 , 3
, , 1 1 1

exp( )
( ) ,

( )

Mp Mp Mp
d Sp

p p p
p Mp p Mp p Mp

j p k
R f

cas p k
=− =− =−

− ∆⎡ ⎤
× ⎢ ⎥∆⎢ ⎥⎣ ⎦

∑ ∑ ∑  

2

\ ,3 , 3
6 1 3 3, ,0, ,0 ( ) (2)F H d Sp

M N kG f e Q e= ×  

1 2 3

1 2 3
1 1 2 2 3 3

2 2 23 , 3
, , 2 2 2

exp ( )
( ) ,

( )

Mp Mp Mp
d Sp

p p p
p Mp p Mp p Mp

j p k
R f

cas p k
=− =− =−

− ∆⎡ ⎤
× ⎢ ⎥∆⎢ ⎥⎣ ⎦

∑ ∑ ∑

3

\ ,3 , 3
7 1 2 3, ,0,0, ( ) (3)F H d Sp

M N kG f e e Q= ×  

1 2 3

1 2 3
1 1 2 2 3 3

3 3 33 , 3
, , 3 3 3

exp( )
( ) ,

( )

Mp Mp Mp
d Sp

p p p
p Mp p Mp p Mp

j p k
R f

cas p k
=− =− =−

− ∆⎡ ⎤
× ⎢ ⎥∆⎢ ⎥⎣ ⎦
∑ ∑ ∑  

\ ,3 , 3
8 , ,0,0,0 ( )F H d Sp

M NG f =  

1 2 3

1 2 3
1 1 2 2 3 3

3 , 3
1 2 3 , , ( )

Mp Mp Mp
d Sp

p p p
p Mp p Mp p Mp

e e e R f
=− =− =−

= ∑ ∑ ∑ , 

[ ]3
3( ) , ,

(2 1) 4 cos( , ) s s
s s s

Q s N Mp
Mp k

= ≤ ∞
+ − ∆

 

12 , , , , 1,3
2 1s s s s s s

s
e e k Mp Mp s

Mp
∆ = π = =− =

+
, 

отримані як результат обчислення функціоналу [13]: 

1 2 3

\ , 3 , 3
, , , , ( )F H d Sp

M N k k kg f =  

1 2 3

1 2 3

\ , 3 , 3
3 , , , ,

1 2 3\ , 3 , 3
3 , , , ,

1 2 3

( )

exp ( )

( )

F H d Sp
M N k k k

F H d Sp
M N k k k

b f

j k x k y k z
b

cas k x k y k z

=
⎧ ⎫⎡ ⎤+ +⎪ ⎪⎣ ⎦⎨ ⎬

+ +⎪ ⎪⎩ ⎭

, 

де функціонал 
1 2 3

\ , 3 , 3
3 , , , , ( )F H d Sp

M N k k kb D  визначається (4), 

мають властивості: 

,3 , 3 ,3 , 3
, ,( ) ( )F d Sp H d Sp

M N M NU f U f= .            (11) 

Доведення виконується безпосереднім обчисленням. 

Теорема 3. Оператори \ ,3 , 3
, ( )F H d Sp

M NU f  три-

вимірних дискретно-неперервних перетворень 

F&H , побудовані на основі методу Файлона обчи-

слення інтегралів від швидко осцилюючих функцій 

та B-сплайну третього степеня, якщо ( , , )f x y z  

задовольняє умову " "V , а також 

{ }( , , ) , , 1, 3N sf x y z T N N s∈ = = , де NT  є множи-

на тригонометричних поліномів степеня N , при 

N Mp=  мають властивості: 

\ ,3 , 3
, ( )F H d Sp

Mp MpU f f= ,                    (12) 
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тобто є точні на тригонометричних поліномах зада-

ного степеня в області 3( , )D= −π π . 

Доведення виконується безпосереднім обчисленням. 

Оператори трьохвимірних фінітних дискретних 

перетворень F&H  на прямокутній сітці на основі 

методу Файлона та B-сплайну третього степеня, то-

чні на тригонометричних поліномах заданого степе-

ня, отримуємо з (11) замінивши неперервні , ,x y z  

на їх відповідні дискретні значення: 

1 2 3
\ ,3 , 3

, ( , , )F H d Sp
p p pMp MpU f x y z⎡ ⎤ =⎢ ⎥⎣ ⎦

 

3 3

1 1
exp \ ,s s s s s s

s s
j k p cas k p
= =

⎡ ⎤⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎢ ⎥⎜ ⎟ ⎜ ⎟× ∆ ∆

⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎢ ⎥⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎣ ⎦
∑ ∑   (13) 

, , 1, 3s s sp Mp Mp s=− = . 

При застосуванні (13) враховуємо вимоги триви-

мірної теореми дискретизації для вибору необхідних 

, 1, 3sMp s=  для даної функції ( , , )f x y z . 

Теорема 4. Оператори \ ,3 , 3
, ( )F H d Sp

M NU f  три-

вимірних дискретних перетворень F&H , побудова-

ні на прямокутній сітці на основі методу Файлона 

обчислення інтегралів від швидко осцилюючих фу-

нкцій та B-сплайну третього степеня точні на триго-

нометричних поліномах заданого степеня, якщо 

( , , )f x y z  задовольняє умову " "V , мають власти-

вості: 

1 2 3 1 2 3
\ ,3 , 3
, ( , , ) ( , , )F H d Sp

p p p p p pM NU f x y z f x y z⎡ ⎤ =⎣ ⎦ , 

, , 1, 3s s sp Mp Mp s=− = .                  (14) 

Доведення виконується безпосереднім обчис-

ленням. 

Для наступного застосування скористаємося тео-

ремами 3, 4 [14, с. 185], з урахуванням яких маємо: 

Теорема 5. Для операторів тривимірних пере-

творень ,F&H  побудованих на прямокутній сітці на 

основі методу Файлона обчислення інтегралів від 

швидко осцилюючих функцій та B-сплайну третього 

степеня, якщо ( , , )f x y z  задовольняє умову " "V , в 

області 3( , )D= −π π  виконується наступне: 

( ) ( )
( ) ( )

, 3 , 3 , 3 , 3
, , , ,

1( ) ( )
2n n

n n

F d Sp H d Sp
Mp Mp Mp Mp

ju f u fΩ Ω
Ψ Ψ
⎡ ⎤ ⎡ ⎤
⎣ ⎦ ⎣ ⎦

⎛ ⎞= +⎜ ⎟
⎝ ⎠

∓

( )
( )

, 3 , 3
, ,

1 ( ) ,
2 n

n

H d Sp
Mp Mp

j u fΨ
Ω
⎡ ⎤
⎣ ⎦

±⎛ ⎞+⎜ ⎟
⎝ ⎠

   (15) 

\ , 3 , 3
, , ( ), ( ), ( ) ( )F H d Sp

Mp Mpu f =D D D  

{ }\ , 3 , 3 \ , 3 , 3
, , ( ) , ( ), ( ) , , ( ), ( ) , ( )( ) , ( )F H d Sp F H d Sp

Mp Mp Mp Mpb f g f= D D D D D D , 

1 0 2 1 3 2

1 2 3 2 3 4

1 2 5 1 2 3 6

1 2 3 7 1 2 3 8

1 2 3 9 1 3 10

1 3 11 2 3 12

2 3 13

( ,0,0) , (0, ,0 ) , (0,0, ) ,
( , ,0 ) , (0, , ) ,
( , ,0 ) , ( , , ) ,

( ) ( , , ) , ( , , ) ,
( , , ) , ( ,0 , ) ,
( ,0 , ) , (0, , ) ,

(0, , ) ;

k k k
k k k k
k k k k k

n k k k k k k
k k k k k
k k k k

k k

− − −⎧
⎪ − − − −⎪
⎪ − + − − −
⎪⎪Ω = − + + − − +⎨
− + − − −

− + − +

− +

⎫
⎪
⎪
⎪
⎪⎪
⎬

⎪ ⎪
⎪ ⎪
⎪ ⎪
⎪ ⎪
⎪ ⎪⎩ ⎭

 

1 0 2 1 3 2

1 2 3 2 3 4

1 2 5 1 2 3 6

1 2 3 7 1 2 3 8

1 2 3 9 1 3 10

1 3 11 2 3 12

2 3 13

( ,0,0) , , (0, ,0) , (0,0, ) ,
( , ,0 ) , (0, , ) ,
( , ,0) , ( , , ) ,

( ) ( , , ) , ( , , ) ,
( , , ) , ( ,0, ) ,
( ,0, ) , (0, , ) ,
(0, , ) ;

k k k
k k k k
k k k k k

n k k k k k k
k k k k k
k k k k

k k

+ + +⎧
⎪ + + + +⎪
⎪ + − + + +
⎪

Ψ = + − − + + −⎨
+ − + + +

+ − + −

+ −

⎫
⎪
⎪
⎪
⎪⎪ ⎪
⎬

⎪ ⎪
⎪ ⎪
⎪ ⎪
⎪ ⎪
⎪ ⎪⎩ ⎭

 

0, 13, 1, , 1, 3s sn k Mp s= = = . 

Доведення отримуємо при застосуванні до 

\ , 3 , 3
, , ( ), ( ), ( )( )F H d Sp

Mp Mpu fD D D  теореми 3 [14, С.185]. 

Теорема 6. Для операторів тривимірних пере-

творень ,F&H  побудованих на прямокутній сітці на 

основі методу Файлона обчислення інтегралів від 

швидко осцилюючих функцій та B-сплайну третього 

степеня, якщо ( , , )f x y z  задовольняє умову " "V , 

в області 3( , )D= −π π  виконується наступне: 

( ) ( )
( ) ( )

, 3 , 3 , 3 , 3
, , , ,

1( ) ( )
2n n

n n

H d Sp F d Sp
Mp Mp Mp Mp

ju f u fΩ Ω
Ψ Ψ
⎡ ⎤ ⎡ ⎤
⎣ ⎦ ⎣ ⎦

±⎛ ⎞= +⎜ ⎟
⎝ ⎠

( )
( )

, 3 , 3
, ,

1 ( ) ,
2 n

n

F d Sp
Mp Mp

j u fΨ
Ω
⎡ ⎤
⎣ ⎦

⎛ ⎞+⎜ ⎟
⎝ ⎠

∓    (16) 

\ , 3 , 3
, , ( ), ( ), ( ) ( )F H d Sp

Mp Mpu f =D D D  

{ }\ , 3 , 3 \ , 3 , 3
, , ( ) , ( ), ( ) , , ( ), ( ) , ( )( ) , ( )F H d Sp F H d Sp

Mp Mp Mp Mpb f g f= D D D D D D , 
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1, , 1, 3, 0, 13s sk Mp s n= = = . 

( )nΩ та ( )nΨ  визначаються в (15). Доведення 

отримуємо при застосуванні до \ , 3 , 3
, , ( ), ( )( )F H d Sp

Mp Mpu fD D  

теореми 4 [14, с. 185]. 

Тестовий приклад. В табл. 1 наведені результа-

ти обчислення оцінки приведених похибок набли-
ження модуля функції  

( , , )f x y z =

[ ]cos( )sin ( )sin ( ) sin( ) cos( )cos( )x y z j x y z= + ×  

exp ( )x y z× ⎡− + + ⎤⎣ ⎦  

 за допомогою розглянутих операторів. 
Таблиця 1 

Результати обчислення оцінки приведених похибок наближення модуля функції ( , , )f x y z  

, ,1 2 3Mp Mp Mp  max_ 2E  max_ 2e  max_ 3E  max_ 3e  

4, 4, 4 0,3659 0,3800 1,5 E–15 0,4058 

5, 5, 5 0,3191 0,3191 3,6 E–15 0,3872 

6 , 6, 6 0,2802 0,2826 2,8 E–15 0,3679 
 

В табл. 1 використанні наступні позначення: 

1 1
2 2
3 3

max_ 2 max ( , , ) /r s t
R r R
R s R
R t R

e x y z
− ≤ ≤
− ≤ ≤
− ≤ ≤

= µ Θ , 

1 1
2 2
3 3

max_ 2 max ( , , ) /r s t
Mp r Mp
Mp s Mp
Mp t Mp

E x y z
− ≤ ≤
− ≤ ≤
− ≤ ≤

= µ Θ , 

1 2 3

\ 3 , 3
, ,( , , ) ( , , ) ( , , )F H d Sp

r s t r s t r s tMp Mp Mpx y z f x y z L f x y zµ = −  

1 1
2 2
3 3

max_ 3 max ( , , ) / ,r s t
R r R
R s R
R t R

e x y z
− ≤ ≤
− ≤ ≤
− ≤ ≤

= λ Θ  

1 1
2 2
3 3

max_ 3 max ( , , ) / ,r s t
Mp r Mp
Mp s Mp
Mp t Mp

E x y z
− ≤ ≤
− ≤ ≤
− ≤ ≤

= λ Θ  

( , , ) ( , , )r s t r s tx y z f x y zλ = −  

{ }
1 2 3

\ 3 , 3
, , ( , , ) , ,F H d Sp

r s t sMp Mp MpU f x y z Mp Mp− =  

{ }
1 1
2 2
3 3

max ( , , ) , , , 1, 3,r s t s s s
R r R
R s R
R t R

f x y z R R R k Mp s
− ≤ ≤
− ≤ ≤
− ≤ ≤

Θ= = = =  

де 5k =  – кількість інтервалів інтерполяції. 

 
Висновки 

 
1. Побудовано оператори тривимірних дискрет-

но-неперервних та оператори тривимірних дискрет-

них перетворень F&H  на прямокутній сітці на ос-

нові методу Файлона обчислення інтегралів від 

швидко осцилюючих функцій та B-сплайну третього 

степеня (5), (6), (7). Визначено їх властивості (8).  

2. Побудовано оператори тривимірних дискрет-

но-неперервних та оператори тривимірних дискрет-

них перетворень F&H  на прямокутній сітці на ос-

нові методу Файлона обчислення інтегралів від 

швидко осцилюючих функцій та B-сплайну третього 

степеня, точні на тригонометричних поліномах за-

даного степеня (9), (10), (13). Визначено їх власти-

вості (11), (12), (14).  

3. Наведено теореми, які визначають зв’язок між 

операторами , 3 , 3
, , ( )F d Sp

Mp Nb fΩ  – , 3 , 3
, , ( )H d Sp

Mp Nb fΩ , та 

, 3 , 3
, , ( )F d Sp

Mp Ng fΩ  – , 3 , 3
, , ( )H d Sp

Mp Ng fΩ  – (15), (16).  

4. Наведено тестовий приклад, який підтверджує 

отримані теоретичні твердження.  

5. Отримані оператори доповнюють існуючий ін-

струментарій інформаційних технологій в базисах 

.F&H  

6. Побудовані оператори &F H  є подальшим 

розвитком методу Файлона [3] обчислення інтегра-

лів від швидко осцилюючих функцій. 

Перспективи досліджень у даному напрямку 

автор вбачає у створені швидких алгоритмів обчис-
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лення запропонованих операторів F&H  та їх засто-

суванні при вирішені деяких задач інформаційних 

технологій, наприклад, в авіаційних системах авто-

матичного управління та регулювання, які застосо-

вують сигнальні методи; при досліджені об’єктів 

різноманітної фізичної природи за допомогою 

комп’ютерного моделювання елементів літальних 

апаратів, в радіотехніці при досліджені радіотехніч-

них систем на етапі їх проектування, у відомих не-

параметричних та параметричних методах спектра-

льного оцінювання сигналів у цифровій обробці 

сигналів, у комп’ютерній діагностиці, у вимірюва-

льній техніці при побудові комп’ютерних вимірю-

вальних засобів, при побудові різноманітних систем 

криптографії тощо. 
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