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Введение 

 
В настоящее время актуальной является пробле-

ма, связанная с получением достоверных данных о 

параметрах локализации источников. Это связано с 

тем, что малоисследованными являются процессы 

распространения сигналов, создаваемых этими ис-

точниками в коре головного мозга, а также с нали-

чием систематических и флуктуационных ошибок 

измерений. Эти ошибки могут быть вызваны при-

сутствием внутренних шумов датчиков, шумов от 

других источников, внешними наводками, погреш-

ностями некачественного разделения сигналов и др. 

Для обеспечения достоверности и полной однознач-

ности результатов анализа электроэнцефалограммы 

сейчас разрабатываются различные подходы, в том 

числе и подходы к практической реализации тех 

теоретических разработок, которые существовали 

ранее. Особенно важным является развитие методов 

анализа ЭЭГ для клинического применения, по-

скольку основная цель решения обратной задачи 

ЭЭГ совпадает с основной диагностической задачей 

клинической ЭЭГ [1]. 

 
1. Формулирование проблемы 

 
При исследовании электроэнцефалограмм воз-

никают задачи исследования связи регистрируемых 

процессов мозга с его структурой и адекватной ин-

терпретации полученных данных. Определение та-

кой связи предполагает решение прямой ЭЭГ. Цель 

обратной задачи заключается в том, что при имею-

щемся наборе мгновенных значений электрических 

потенциалов, измеренных в нескольких точках с 

известными координатами, необходимо определить 

наличие источника, его мощность и место располо-

жения. 

Основные трудности, которые возникают при 

решении обратной задачи ЭЭГ, связаны с определе-

нием параметров локализации источников и иден-

тификации структур различных зон мозга. 

Существует несколько подходов к анализу ЭЭГ. 

Например, метод анализа независимых компонент, 

при котором из данных электроэнцефалограммы 

выделяются составляющие ее компоненты (арте-

факты, ритмы и т.д.). Еще один из методов – метод 

дипольной локализации, основанный на использо-

вании поля, регистрируемого на поверхности голо-

вы для отыскания параметров источника. 

В данной статье предлагается исследование по-

грешностей оценок параметров локализации источ-

ника и рекомендации по выбору расположения 

электродов по поверхности головы при регистрации 

ЭЭГ. 

 
2. Решение проблемы 

 
Для  математического  описания  прямой  задачи 

ЭЭГ используется система уравнений Максвелла, 

 К.Н. Лёвкина, Е.В. Волосюк 
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которая при учете размеров головы, свойств тканей 

мозга, биологических источников тока и конкрет-

ных требований к результатам измерения биопотен-

циалов сводится к системе уравнений электрическо-

го поля стационарных токов. Рассматривая упро-

щенный случай, когда голова представляется в виде 

однородного неограниченного протяженного объ-

емного проводника, в котором условно задаются 

геометрические соотношения между источниками и 

областью измерения, можно допустить, что потен-

циал удовлетворяет уравнению Пуассона 


 I
 ,                                    (1) 

где I – плотность источников тока;   – электриче-

ская проводимость мозга. 

Решение уравнения имеет вид 

  ( )1/ 4
( , )
I Q dVP

r P Q
   ,                       (2) 

где  ,r P Q  – расстояние от точки Р измерения по-

тенциала до точки Q области источников V, по ко-

торой ведется интегрирование. 

Раскладывая функцию I/r в ряд по сферическим 

гармоникам и оставляя в полученном разложении 

только первые члены (что возможно, когда размеры 

активной области, содержащей источники, малы по 

сравнению с расстоянием от ее центра до точки из-

мерения потенциалов), а также учитывая, что сум-

марный ток биоэлектрических источников равен 

нулю, получаем следующее выражение для вектора 

потенциалов в точке измерения: 

       

     
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,  (3) 

где  zyx ,,  – координаты расположения электродов; 

  – заряд диполя;   – вектор параметров источни-

ка, а именно:  , ,    – координаты расположения 

источника,  , ,x y zP P P  – вектор дипольного момен-

та: Px=sin cos , Py=sin sin , Pz=cos ; ,  

  – углы ориентации источника. 

Составим уравнение наблюдения для i-го элек-

трода: 

 i i iu n  


,                           (4) 

где ni – помеха (внутренние шумы датчиков, шумы 

от других источников, внешние наводки, погреш-

ность за счет некачественного разделения сигналов 

и др.). 

Пусть помеха распределена по нормальному за-

кону, а совокупность наблюдений от n электродов 

можно представить в виде последовательности не-

зависимых отсчетов u1, u2,…,un. Тогда обратную за-

дачу ЭЭГ целесообразно решать методом максиму-

ма апостериорной вероятности. 

Функция апостериорной вероятности имеет вид 

     
 up

uppup 
  ,                   (5) 

где  up  – функция априорного распределения; 

      up  – функция правдоподобия. 

В большинстве случаев функцию априорно-

го распределения в окрестности максимума функ-

ции апостериорной вероятности можно считать рав-

номерной и полагать [2] 

    ukpup  ,                     (6) 

то есть задачу можно решать методом максимума 

функции правдоподобия. Точка максимального 

правдоподобия инвариантна к любому взаимно од-

нозначному преобразованию функции  up . По-

этому при формировании оптимальной оценки мож-

но искать вместо максимума функции  up  мак-

симум функции    up , где   – монотонная 

функция. 

На практике обычно в качестве монотонной 

функции    up  используют ln, т.е. oценку мак-

симального правдоподобия определяют из условия 

  0ln 



mup 


.                       (7) 
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Будем считать, что дисперсии измерений на дат-

чиках одинаковы, все iu  независимы, тогда совме-

стная плотность вероятности 
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В соответствии с (5) 

  2 1

1 0.
n i

i i
i j
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

 
 


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         (9) 

Тогда алгоритм измерений потенциалов по по-

верхности головы имеет вид 

   iiu   = 0.                       (10) 

Предельные погрешности определения парамет-

ров источника получим в результате анализа матри-

цы, обратной к информационной матрице Фишера, 

элементы которой определяются формулой [3] 

 
ˆ
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где и – истинное значение, ̂ – оценка. 

После дифференцирования (11) получим матри-

цу Фишера 

   

 








n

i
iiB
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1


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


  .           (12) 

Для решения системы нелинейных уравнений (6) 

предлагается использовать метод Ньютона [4, 5, 6]. 

Пусть Х – решение уравнения F(X)=0, xn – некото-

рое приближение к Х. В предположении существо-

вания производной F   имеем 

        0 nnn xXxFxFXF .         (13) 

Если величина (X - xn) мала, можно записать 

приближенное равенство, т. к. F(Х)=0, то 

    0)(  nnn xXxFxF .               (14) 

Возьмем в качестве следующего приближения 

хn+1 решение уравнения 

    0)( 1   nnnn xxxFxF .           (15) 

В предположении, что оператор F   обратим, это 

решение можно записать в виде 

    nnnn xFxFxx  


1
1 .      (16) 

При решении ОЗ ЭЭГ в начальном приближении 

задаются параметры диполя  – 

( 12111111 ,,,,,  PP ), а оператор F принимает вид 

функции   . Решение задачи сводится к решению 

уравнения 

   1

1

1  








 
 .              (17) 

В соответствии с данными теоретического ана-

лиза в системе Mathcad [7] выполнен расчет потен-

циальных ошибок определения  – параметров ис-

точника как диагональных элементов матрицы, об-

ратной матрице Фишера при различном положении 

электродов и источника. 

Для одного из теоретически полученных вариан-

тов (источник расположен в центре координат, углы 

ориентации 
2

Ф   ) проведено математическое 

моделирование. Электроды расположены в точках с 

координатами (в соответствии с международной 

схемой «10 – 20 %»): (1,0; -0,42; 0,28); (1,0; 0,42; 

0,28); (0,57; -0,62; 0,61); (0,57; 0,62;0,61); (0,57; -0,83; 

0,36); (0,57; 0,83; 0,36). 

Моделирование выполнено с учетом погрешно-

стей и неточного предварительного определения 

параметров. Количество итераций 20, соотношение 

сигнал/шум 0,01, дисперсия погрешностей опреде-

лена для N = 10 различных измерений. 

Приращение параметров источника для (i+1)-й 

итерации в соответствии с методом Ньютона опре-

деляется по формуле[8] 

 iiii ff


 


 1
1

11 ,                 (18) 
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где if  – вектор потенциалов на предыдущей ите-

рации; 1if  – вектор потенциалов при моделирова-

нии. 

Расчетное значение параметров определяется как 

сумма 

iii    11 ,                      (19) 

где i – вектор параметров на предыдущей ите-

рации. 

Дисперсия оценок по результатам статистиче-

ского моделирования определяется формулой 
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На графиках (рис. 1) представлен сравнительный 

анализ диагональных элементов матрицы Фишера и 

погрешностей, полученных в результате моделиро-

вания, при вращении источника по углу . При уг-

лах ориентации  , равных 0 и 
2
 , матрица Фишера 

становится сингулярной, погрешности стремятся к 

бесконечности. 

 
Заключение 

 
Анализируя полученные зависимости, можно 

сделать выводы: 

- не рекомендуется располагать электроды в ви-

сочной области с двух сторон либо только в правой 

или левой части головы; 

- параметры источника, расположенного в цен-

тре головы, лучше определяются при расположении 

электродов либо в затылочной, либо в лобной части, 

либо по окружности головы, при этом зависимости 

получаются сложными и неоднозначными; 

- минимальные значения диагональных элемен-

тов матрицы Фишера – при параметрах ориентации 

источника, равных 2 ; 

- при расположении электродов симметрично в 

височной области погрешности не зависят от того, 

справа или слева расположен источник; 

- наилучшим образом определяются параметры 

источника, расположенного в затылочной части го-

ловы; 

- из графиков видно, что экспериментальные 

данные адекватно отражают поведение теоретиче-

ских; 

- графики зависимости диагональных элементов 

матрицы Фишера от угла ориентации   симмет-

ричны относительно 180˚; 

- при расположении электродов по всей поверх-

ности головы наилучшие результаты получаются в 

пределах углов ориентации 45…135˚; 
- точность определения параметра ориентации Py 

практически не зависит от положения источника; 

- при расположении источника в лобной части 

хорошие результаты – при углах 45…135˚, в заты-

лочной части – при углах 70…120˚; 

- при положении источника в височной области 

погрешности стремятся к бесконечности при угле 

90˚, для остальных положений источника хорошие 

результаты имеют место в интервале 45…135˚. 

Выполненные исследования позволяют опреде-

лить пути повышения достоверности интерпретации 

электроэнцефалографических данных, а также дать 

рекомендации по выбору таких условий измерения 

и, в частности, расположения электродов, при кото-

рых погрешности оценок параметров локализации 

будут минимальными. 
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Рис. 1. Сравнительный анализ потенциальных и смоделированных погрешностей: 
а, б, в – определение координат источника (х, у, z); 

г, д, е – определение параметров ориентации источника  , ,x y zP P P  
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