
Радіоелектронні системи 5

УДК 621.396:53.08 
  
И.В. БУНЯЕВА, А.А. ЗЕЛЕНСКИЙ 
 
Национальный аэрокосмический университет им. Н.Е. Жуковского «ХАИ», Украина 
 

ОЦЕНКА МАТРИЦЫ РАЗЛОЖЕНИЯ СОВОКУПНОСТИ СИГНАЛОВ  
НА НЕЗАВИСИМЫЕ КОМПОНЕНТЫ 

 
Методом максимального правдоподобия получен алгоритм формирования оценки матрицы разложения 
совокупности сигналов на независимые компоненты по наблюдению этой совокупности на фоне нор-
мальных аддитивных помех. Алгоритм получен в виде квадратичной формы, подлежащей минимизации 
относительно элементов матрицы разложения. Определена потенциальная точность оценок элементов 
матрицы. 
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Введение 

Одной из фундаментальных проблем цифровой 

обработки сигналов и изображений является поиск 

адекватных задаче обработки базисов разложения 

изображений с целью их сжатия, фильтрации и т.п. 

Чаще всего при этом используются ортогональные 

преобразования данных (преобразования Фурье, 

Хаара и т.п.). Каждое из преобразований имеет свои 

достоинства и недостатки, свою область примене-

ния. В ряде случаев очень полезными могут ока-

заться линейные преобразования, получаемые непо-

средственно из наблюдаемых данных, наилучшим 

образом подходящие для обработки конкретной со-

вокупности данных. Разложение на независимые 

компоненты является одним из таких линейных 

преобразований. Сущность метода заключается в 

представлении совокупности наблюдаемых случай-

ных процессов в виде линейной комбинации незави-

симых случайных процессов [1, 2]. Возможно, что 

наиболее понятной является «проблема состава кок-

тейля», когда имеется большое число ораторов, или 

источников акустических сигналов, а слушатель 

слышит смесь этих сигналов. Слушатель имеет 

только два детектора (уха), и ему трудно выделить 

(услышать, разобрать) сигнал конкретного, отдель-

ного источника. Очевидно, что проблем будет суще-

ственно меньше, если количество детекторов будет 

равно количеству источников. В электроэнцефало-

графии, например, наблюдается совокупность коле-

баний, являющихся взвешенной суммой независи-

мых процессов, генерируемых различными облас-

тями мозга. Метод анализа независимых компонент 

позволяет найти эти независимые компоненты, рав-

но как и соответствующую матрицу разложения. 

Благодаря этому врач выявляет интересующие его 

особенности активности мозга.  

В течение последних нескольких лет в рамках 

различных подходов выполнена большая работа по 

указанной выше проблематике. В большинстве под-

ходов используются методы статистик высокого 

порядка, минимума совместной информации и мак-

симума энтропии. Кроме метода максимума энтро-

пии, наиболее близкого к обсуждаемой теме, уделе-

но внимание приближению высокого порядка, ис-

пользуемому в популярном методе анализа принци-

пиальных компонент. 

Метод анализа принципиальных компонент 

(АПК) используется для разделения совокупности 

сигналов на т. н. «принципиальные», т.е. некоррели-

рованные, компоненты (преобразование Карунена – 

Лоэва) [3]. Он основан на том факте, что взаимные 

кумулянты статистически независимых сигналов 

равны нулю. В методе АПК (PCA) осуществляется 

диагонализация матрицы ковариаций, что достига-

ется при некоррелированных сигналах. Поскольку 
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этот метод оперирует только ковариациями, то он 

учитывает только статистики второго порядка, не 

используя информацию, содержащуюся в статисти-

ках высокого порядка. Кроме того, при использова-

нии статистик второго порядка для описания сигна-

лов неявно предполагается, что источники являются 

гауссовыми, но это условие  часто не выполняется. 

Вместе с тем существуют алгебраические методы 

использования информации, содержащейся в стати-

стиках высокого порядка. Наиболее прямой метод 

состоит в диагонализации тензора четвертого по-

рядка, составленного из  кумулянтов четвертого 

порядка [3]. Другие методы используют минимиза-

цию взаимной информации, представленной разло-

жением в ряд по моментам высокого порядка или 

кумулянтам входных сигналов [1, 4]. 

Термин анализ независимых компонент (АНК 

(ICA)) означает поиск статистически независимых 

источников, соответствующих наблюдаемым дан-

ным. Приближение, развитое в [2], использует мо-

дель, в которой входная смесь подается на вход ней-

ронной сети с сигмоидальной нелинейностью, пре-

образующей входной сигнал в выходной. Варьиро-

ванием весов добиваются максимума совместной 

энтропии на выходе. Максимизация совместной эн-

тропии на выходе приводит, как ожидается, к мини-

мизации общей информации между выходами, что 

приводит к их статистической независимости. 

Метод максимального правдоподобия использу-

ет модель источников с неявными переменными и 

находит формирующую матрицу, максимизирую-

щую функцию правдоподобия модели для наблю-

даемых данных. Показано [5-7], что метод макси-

мального правдоподобия эквивалентен ICA, где 

форма распределения вероятностей амплитуд ис-

точников эквивалентна нелинейностям нейронных 

сетей из [2]. Аналогичный вывод сделан и в  

[8-9], где матрица разложения на независимые ком-

поненты ищется максимизацией соответствующей 

апостериорной плотности вероятности. Вместе с тем 

существующие алгоритмы разложения на независи-

мые компоненты получены в предположении, что 

шумы наблюдения отсутствуют. Это существенно 

сужает область их применения. 

В данной статье методом максимума апостери-

орной плотности вероятности впервые получен ал-

горитм формирования оценки матрицы разложения 

совокупности сигналов на независимые компоненты 

по наблюдению этой совокупности на фоне нор-

мальных аддитивных помех.  

 

1.   Формулировка задачи 

Колебание, наблюдаемое на выходе i-го датчика 

на интервале обработки t T , имеет вид 

1
( ) ( ) ( ), 1,

K

i ik k i
k

u t A s t n t i I


  


,        (1) 

где Aik – неизвестные элементы матрицы разложе-

ния; sk(t) – неизвестные независимые случайные 

процессы, энергетический спектр которых равен 

нулю за пределами полосы частот шириной ΔF. Ста-

тистическая независимость случайных процессов 

sk(t) означает, что их совместная плотность распре-

деления p(s(t)) равна произведению одномерных 

плотностей pk(sk(t)). Положим, что математические 

ожидания процессов равны нулю, кроме того, они 

стационарны, эргодичны и имеют одинаковую еди-

ничную дисперсию, следовательно, 

( ) 0, ( ) ( )k k i iks t s t s t   , 

где δik – символ Кронекера. 

Шумы ni(t) в различных каналах полагаются 

статистически независимыми стационарными про-

цессами с равномерным спектром в полосе частот, 

занятой процессами sk(t), следовательно, 

0
sin( ) 0, ( ) ( )i i k ik

Fn t n t n t N F
F
 

 
 


   


. (2) 

Знак ..  означает статистическое усреднение,  N0 –
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односторонняя спектральная интенсивность помех. 

Задача состоит в том, чтобы разработать алго-

ритм, обеспечивающий оптимальную (по критерию 

минимума среднеквадратической ошибки) оценку 

элементов Aik матрицы разложения и рассчитать 

теоретически предельную точность оценки. 

 

2.   Апостериорная плотность 
распределения матрицы разложения 

При выбранной аппроксимации (ограниченные 

ширина спектра и интервал наблюдения) процессы 

(1) с достаточной для практики точностью могут 

быть представлены конечномерными векторами. 

Составляющие вектора являются коэффициентами 

ряда, которым аппроксимируется  соответствующий 

процесс. Так, например, помеха ni(t) может быть 

представлена совокупностью 2([ΔFT]+1) незави-

симых нормальных отсчетов ni(t/ΔF) и nIi(t/ΔF), где 

nIi(t) – процесс, сопряженный по Гильберту по от-

ношению к ni(t), t=0,1…[ΔFT] [1]. При этом ус-

ловная функция плотности вероятности совокупно-

сти колебаний {ui(t)}, 1,i I


, представляемых мат-

рицей отсчетов ut, при условии, что A= ikA  и не-

известные процессы sk(t) (или матрица st их отсче-

тов) имеют данное фиксированное значение (функ-

ция правдоподобия параметров A и st), выражается 

формулой [1] 

( / , )t tp u A s  

2

1 0 10

1exp ,
I m K

t t
i ik k

i t k
k u A s

N   

       
   

        (3) 

где  k=(2πΔFN0)-(m+1)I, m=[ΔFT] – число отсче-

тов по времени. 

Апостериорная совместная плотность вероятно-

сти матриц A и st определяется формулой Байеса 

( , / ) ( / , ) ( ) ( )t t t t tp p p pA s u u A s A s .       (4) 

Поскольку о композиционной матрице А априори 

ничего не известно, то соответствующее априорное 

распределение примем равномерным для всех воз-

можных композиционных матриц: 

  constp A , 

в результате получим 

( , / ) ( / , ) ( )t t t t tp p pA s u u A s s .             (5) 

В принципе, максимизацией уравнения (5) по A 

и s могут быть найдены оценки как композицион-

ной матрицы, так и неизвестных сигналов. Однако 

размерность этой задачи очень велика и ее решение 

требует значительных вычислительных ресурсов. 

Обычно типовые алгоритмы поиска композици-

онной матрицы и вектора неизвестных сигналов 

(алгоритмы анализа независимых компонент) полу-

чают в отсутствие тепловых шумов. Максимизация 

(5) выполняется при этом один раз для одного вре-

менного сечения наблюдаемых процессов, что сни-

жает размерность задачи, но уменьшает устойчи-

вость этого решения к шумам наблюдения. 

Другим способом размерность может быть сни-

жена и в условиях наличия шумов наблюдения, если 

положить на первом этапе st несущественным пара-

метром для того, чтобы усреднить апостериорную 

плотность (5) по этому параметру. В результате по-

лучаем апостериорное распределение матрицы А  

( / ) ( / , ) ( )t t t t tp p p d A u u A s s s .        (6) 

Далее в случае необходимости можно подста-

вить оценку А (6) в (5) и найти оценку s. Восполь-

зуемся статистической независимостью сигналов st
j  

(p(st) может быть заменено произведением плотно-

стей вероятностей независимых источников pj(sj
t)). 

Для простоты положим, что независимыми являют-

ся и все временные сечения этих сигналов. Исполь-

зуя также соотношение (3), преобразуем (6) к сле-

дующему виду: 

 

2

1 0 10

1( / ) .. exp  
I m K

t t t
i ik k

i t k
p k u A s

N   

        
   

  A u  
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( )t t
j j j

t j
p s ds .                    (7) 

Многомерный интеграл (7) может быть пред-

ставлен произведением одномерных интегралов: 

2

10

1( / ) exp
K

t t t
i ik k

kt i
p k u A s

N 

        
   

 A u  

( )t t
j j j

j
p s ds .                        (8) 

Содержащиеся в (8) интегралы могут быть вы-

числены методом асимптотического интегрирования 

(методом перевала) [11], при этом 
1 1( / ) (det ) ( )t t

j jk k
t j

p A p A u  A u .     (9) 

Для определения максимума логарифмируем по-

следнее соотношение. Имеем 

ln ( / ) ln dettp m A  A u  

1log ( )t
j jk k

t j
p A u C  , (10) 

где C – логарифм коэффициента пропорционально-

сти, неявно присутствующего в (10). 

Для упрощения обозначим W=A-1, при этом 

ln ( / )tp A u  

ln det ln ( ) .t
j jk k

t j
m W p W u C           (11) 

3. Алгоритм формирования оценки 
матрицы разложения 

Наилучшая оценка композиционной матрицы A 

(или однозначно связанной с ней матрицы W) опре-

деляется как координата максимума логарифма апо-

стериорной плотности p(A/ut). Для нахождения 

соответствующего алгоритма формирования оценки 

матрицы разложения приравняем к нулю производ-

ную логарифма апостериорной плотности p(A/ut) 

по элементам матрицы W. Интересующая нас про-

изводная равна 

             ln ( / )

 ln det ln ( )

ln ( )

ln ( )

ln ( )

( )
( )

t

ji

t
j jk k

t jji

t
ij j jk k

t jji

j t
ij j j

t jji j

t t
j j j

ij t
t ji j

t
j jk kt

ij j t
j jk k

p
W

m W p W u C
W

mA p W u
W

x
mA p x

W x

x p x
mA

W x

p W u
mA u

p W u






 
      

 
     

 
  

 

 
  

 

 
  







 



A u

t j

 
    



 

 ( )t t
ij j jk k j

t
mA u l W u      .               (12) 

Перепишем (12) в матричной форме: 

  ln p( / ) ( ) .t T t tT
jk k j

t
mW l W u

W


 
 A u u  (13) 

В (12) и (13) символом ( )t
jk kl W u обозначена  про-

изводная    логарифма    априорной    плотности   

распределения  независимых  компонент,  т. е. 

l(x)=d/dx[ln p(x)]. Причем, это, в общем случае, 

нелинейное преобразование l(x), примененное к 

вектору-столбцу x, дает новый вектор-столбец,  

элементы которого получены нелинейным преобра-

зованием соответствующих элементов исходного 

вектора. Следующее из (13) матричное нелинейное 

уравнение правдоподобия  

1 ( ) 0T t tT

t
W l W

T
   u u     (14) 

в явном виде может быть решено только для одного 

частного случая нормального априорного распреде-

ления, когда l(x)=-х (единичная дисперсия априор-

ного распределения). При этом  

1 T t tT

t
W W

T
   u u  

1 0.T t tT T
U

t
W W W WR

T
     u u        (15) 

Умножая левую и правую части уравнения (15) на 

W-1 , находим 
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1/ 2
UW R    (16) 

и, соответственно, учитывая, что W=A-1, имеем 
1/ 2
UA R .      (17) 

В (15) - (17) символом RU обозначена матрица 

коэффициентов корреляции элементов вектора 

входных данных ut: 

1 t tT
U

t
R

T
 u u .             (18) 

Решение (16), (17) может быть использовано как 

нулевое приближение при решении уравнения (14) 

методом последовательных приближений. При этом 

итерационная процедура строится следующим обра-

зом: 

1) определяется с помощью (16) нулевое при-

ближение W0; 

2) первое приближение находится подстановкой 

W0 в (14): 

1
1 ( )T t tT

i i
t

W l W
T


  u u ;  (19) 

3) найденное решение обращается, транспониру-

ется, и далее повторяется шаг (2). 

Итерационный процесс останавливается, если 

норма разности решений, полученных на смежных 

шагах, оказывается меньше некоторой достаточно 

малой величины ε , т.е. 

1i iW W    . 

В условиях надежных измерений (малый уровень 

шумов), в окрестности истинных значений элемен-

тов матрицы разложения 0
ik ik   выражение (11) 

хорошо аппроксимируется первыми членами разло-

жения в ряд Тейлора. Точность аппроксимации тем 

выше, чем больше отношение сигнал/шум: 

0 0 0

0 0 2

( ) ( ) ( )( )
1 ( )( ) ...   . 
2

L L L

L

   

  

A A A A A

A A A
 

При этом формула для оценки A  значений элемен-

тов матрицы разложения упрощается: 

0 0 0( ) / ( )L L  A A A A . 

Легко показать, что в условиях надежных измерений 

дисперсия оценки A  определяется соотношением 

2 22 0 0( ) / ( )L L    A A A . 

Таким образом, при условии, что априорное рас-

пределение s(t) подчиняется нормальному закону, 

матрица Ru раскладывает исследуемый процесс в 

ряды Карунена – Лоэва, что подтверждает правиль-

ность используемого подхода. 

 

Заключение 

Прежде всего отметим, что полученные резуль-

таты являются предварительными, требуют конкре-

тизации и экспериментальной проверки. Вместе с 

тем, в отличие от [1-7] полученные выше оценки 

строятся не на основании одного временного сече-

ния совокупности наблюдаемых процессов, а с ис-

пользованием достаточно мощных статистик RU, что 

само по себе должно гарантировать их хорошую 

устойчивость и качество. 
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