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Разработан метод отождествления измерений кадра с формулярами звездного каталога. 
Этот метод заключается в решении задачи нахождения попарного соответствия между со-
вокупностью сформированных на кадре измерений и множеством объектов звездного ката-
лога, принадлежащих той же области небесной сферы, что и сформированный кадр. Зада-
ча отождествления сведена к задаче о назначениях, которая решается венгерским мето-
дом.  
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Введение 

В настоящее время наблюдение небесных объектов осуществляется с по-
мощью телескопов, оснащенных специальными астрономическими ССD - камера-
ми, которые при наблюдении определенного участка небесной сферы формируют 
серии ССD -кадров [1, 2]. Во время обработки исследуемого ССD -кадра прово-
дится обнаружение объектов. Результаты данной обработки по каждому из объек-
тов представляются в виде измерений, содержащих их координаты. Сведения об 
известных небесных объектах находятся в звездных каталогах [3, 4, 5, 6], в кото-
рых, данные о каждом таком объекте сведены в отдельном формуляре.  

Статья посвящается разработке метода отождествления измерений кадров 
с существующими формулярами каталога для его применения в программном 
обеспечении автоматического поиска астероидов и комет на серии ССD -кадров 
CоLiTec. 

Анализ литературы 
Известные методы решения задачи отождествления измерений кадра и 

формуляров каталога объектов можно разделить на стробовые и беcстробовые, 
байесовские и небайесовские, с последовательным и параллельным поступлени-
ем данных. 

Простейший метод заключается в разбиении задачи на последовательно 
решаемые подзадачи классификации измерений в стробах формуляров каталога 
с целью выбора одного из них независимо, в каждом стробе, для подтверждения 
объекта каталога. Данный метод назван стробовым. В его рамках [7] для каждого 
измерения, попавшего в строб формуляра каталога, вычисляется коэффициент 
правдоподобия его принадлежности к объекту каталога и для подтверждения 
объекта выбирается то из них, для которого этот коэффициент принимает макси-
мальное значение. При использовании в качестве меры правдоподобия статисти-
ческого расстояния между измерением кадра и объектом каталога (центром стро-
ба) для подтверждения объекта выбирается ближайшее к центру строба измере-
ние (принцип «ближайшего соседа» [8, 9, 10]).  

Стробовый метод является методом с последовательным поступлением 
данных: на обработку измерения поступают по одному. 

Стробовый метод отождествления измерений кадра с формулярами ката-
лога целесообразно использовать при большом SNR изображений объектов, со-
ответствующих измерениям кадра, высоких порогах формирования измерений, 
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малом количестве ложных измерений и больших угловых расстояниях между 
объектами. 

В противном случае показатели качества принимаемых с его использовани-
ем решений  существенно снижаются и зачастую не устраивают потребителя. 
Связано это как с тем, что данный метод часто приводит к перепутыванию изме-
рений в стробах, так и с быстрым ростом его трудоемкости при увеличении коли-
чества измерений. Теоретическому развитию метода препятствует принципиаль-
ная невозможность введения в его рамках выражения для апостериорного сред-
него риска. В связи с этим стробовый метод относят к классу небайесовских. 

Известен метод перебора гипотез о сочетании измерений кадра и форму-
ляров каталога с учетом их пропуска и наличия ложных [7, 11, 12]. При этом не 
существует методов, которые бы давали решения с лучшими в среднем  показа-
телями качества при использовании любого критерия байесовской группы. 

Этот метод является методом с параллельным поступлением всех измере-
ний. Он основан на формировании всех гипотез о сочетании пар измерение кадра 
– формуляр каталога. Каждая такая гипотеза включает в себя гипотезы об отне-
сении каждого сформированного измерения к одному из объектов каталога или к 
ложному измерению. Гипотеза с наибольшим весом (максимальное значение 
функции правдоподобия, апостериорной вероятности и т. д.) признается истинной 
и выдается потребителю. 

В рамках метода перебора гипотез о сочетании пар измерение кадра – фор-
муляр каталога легко учитывается факт формирования от одного объекта на од-
ном кадре не более одного измерения, факт пропуска измерения, факт неразре-
шения, т.е. формирования по нескольким близким объектам одного измерения 
(хотя это существенно увеличивает количество рассматриваемых гипотез [7]) и 
т.д.  

Однако данный метод предписывает к рассмотрению огромное количество 
гипотез. Поэтому поиск наилучшей гипотезы о сочетании пар измерение кадра – 
формуляр каталога глобальным перебором вариантов принципиально нереализу-
ем. В работе для решения поставленной задачи будет использован аппарат зада-
чи о назначениях [13]. 

Постановка задачи отождествления измерений кадра  
и формуляров каталога 

Изображение звезд формируется в фокальной плоскости телескопа, ре-
зультатом чего является ССD -кадр [1, 2]. В процессе внутрикадровой обработки 
исследуемого кадра телескопа проведено обнаружение-измерение изображения 
объектов. Результаты данной обработки по одному объекту одного кадра пред-
ставляются в виде измерения itY  ( i -е измерение t -го кадра) – совокупность оце-
нок параметров выделенного изображения от объекта. Измерения содержат коор-
динаты itχ . Кроме того в состав измерения может входить яркость объекта itA . 

Иными словами, it it itY { A ; }χ= , где it it it{ x ; y }χ =  – координаты i -го измерения 
t -го кадра. 

Оценки координат каждого объекта на кадре проводились независимо. Об-
ласти кадра, в которых проводились оценки не пересекались.  

В области небесной сферы, которой соответствует исследуемый кадр, на-
ходится skyQ  небесных объектов, доступных измерению с помощью используе-

мых телескопа и сценария наблюдения. Сведения об известных небесных объек-
тах содержатся в звездных каталогах. Используемый при классификации (отожде-
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ствлении) кадра звездный каталог называется опорным звездным каталогом [3, 4, 
5, 6]. Данные о каждом каталогизированном небесном объекте звездного каталога 
организационно сведены в формуляры. Считается, что формуляр каталога – это 
совокупность «каталожных» оценок параметров видимого движения небесного 
объекта:  

catjn j1 j2 jM{ , , , }Θ θ θ θ=
) ) ))

K ,      (1) 

где jμθ
)

 – оценка м-го параметра видимого движения j -го небесного объекта. 

При проведении отождествления [14, 15, 16] необходимо найти попарное 
соответствие между совокупностью сформированных на кадре измерений и мно-
жеством объектов звездного каталога, принадлежащих той же области небесной 
сферы, что и сформированный кадр. Иными словами, под отождествлением из-
мерения кадра и формуляров звездного каталога понимают установление взаим-
но однозначного соответствия между измерением и формуляром звездного ката-
лога, т. е. установление тождественности сведений, содержащихся в измерении и 
данном формуляре. Это означает, что сведения некоторого измерения и форму-
ляра соответствуют одному и тому же небесному объекту. 

В звездном каталоге не содержится информация обо всех небесных объек-
тах, особенно часто отсутствуют данные об объектах со слабым блеском [3, 4, 5, 
6]. Объекты, не вошедшие в каталог, называются некаталогизированными. Счита-
ется, что кадру соответствует nocatQ  некаталогизированных и catQ  каталогизиро-
ванных объектов.  

Можно считать, что параметры некаталогизированных объектов распреде-
лены равномерно:  

1
fNN

0 maxм minм
м 1

f ( ) (и и )−

=
= −∏И ,    (2)  

где minми , maxми  – соответственно минимальное и максимальное значение м-го 

параметра видимого движения; 

fNN  − количество параметров видимого движения.  

При этом параметры измерений объектов, не попавших в каталог, также бу-
дут иметь равномерное распределение. Множество возможных значений пара-
метров измерений одного небесного объекта образует пространство измерений 
(ПИ) одного небесного объекта. Множество возможных решений образует про-
странство решений (ПР) sol_spaceU , которое состоит из элементов 

itjn sol_spaceu U∈ , skyk 0,Q= , где itjnu  – решение о справедливости гипотезы 

itjnH  о принадлежности i  -го измерения t -го кадра к j -му формуляру n -го ката-

лога, с оценками параметров catjnΘ
)

. 

Предполагается, что может быть введена вероятность формирования из-
мерения при попадании небесного объекта в кадр телескопа. При этом априорные 
вероятности формирования измерений j -го объекта определяются только часто-
той просмотра соответствующего участка неба. В результате можно и удобно счи-
тать равновероятными априорные вероятности получения измерений от любых 
объектов звездного каталога, блеск которых не ниже проницающей телескопа. 
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При наличии информации только о небесных объектах из звездного катало-
га нет необходимости предъявлять какие-то требования к вероятности перепуты-
вания измерений между некаталогизированными объектами, информация о кото-
рых не содержится в звездном каталоге. Все некаталогизированные объекты 
можно свести в так называемый нулевой объект. С другой стороны, перепутыва-
ние измерений между небесными объектами из звездного каталога приводит к 
потере точности определения положения исследуемых объектов, например асте-
роидов. Предполагается, что все небесные объекты звездного каталога одинаково 
важны, а требования по вероятности перепутывания измерений между любыми 
двумя небесными объектами звездного каталога должны быть одинаковыми. 

Введение матрицы потерь 
Условий описанных выше достаточно для введения матрицы потерь [17, 18, 

19, 20]. Элементами матрицы lossΠ  являются платы за причисление рассматри-

ваемого измерения кадра к формуляру каталога. При этом jk -й элемент jkΠ  яв-

ляется платой за причисление рассматриваемого измерения к k -му объекту при 
условии, что оно в действительности принадлежит j -му. Матрица потерь квад-

ратная и состоит из 1 1ncat cat( Q ) ( Q )+ × +  элементов. Строки матрицы соответ-
ствуют измерениям, а столбцы – объектам каталога. По главной диагонали рас-
положены платы за правильные решения ( j k )= . Элементы, которые располо-
жены не на главной диагонали, соответствуют платам за ошибочные решения. 

Наличие некаталогизированных объектов заставляет добавить справа стол-
бец и снизу строку к простой матрице потерь, в которых выставлены платы за при-
числение измерения от некаталогизированного объекта каталогизированному и 
наоборот. Нет причин делать данные платы различными для различных объектов. 
Если бы некаталогизированные объекты отсутствовали, то достаточно было бы 
использовать простую матрицу потерь, состоящую из cat catQ Q×  элементов. 

Таким образом, используемая матрица потерь имеет следующий вид: 

12 pr

21 pr
loss

pr pr

0 Р Р

Р 0 Р

Р Р 0

 
 
 =  
 
 
 

Р

K

K

M M O M

K

.     (3) 

Диагональные элементы равны нулю. Последние элементы строк и столб-
цов, кроме диагонального, равны некоей константе prΠ . Данная константа явля-

ется, с одной стороны, платой за отнесение измерения от j - го объекта к неката-
логизированному объекту, с другой стороны, платой за причисление измерения 
некаталогизированного объекта k -му объекту каталога.  

Модель ошибок оценок параметров видимого движения 
Ошибки оценок параметров видимого движения j-го небесного объекта, со-

держащиеся в j-м формуляре звездного каталога, можно назвать ошибками ката-
лога. Распределение данных ошибок не противоречит нормальному закону с ну-
левыми математическими ожиданиями и корреляционной матрицей [21, 22, 23, 24, 
25] catjУ : 
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1 22

1

2
j fN

catj catj /N /
catj

N ( , )
( )π

= ×Θ Θ Σ
Σ

)
 

11

2
T

jn catjn catjn jn catjnexp ( ) ( )− × − − × −  
Θ Θ Σ Θ Θ

) )
, (4) 

где jnИ  – истинные параметры видимого движения небесного объекта, соответ-

ствующего j -му формуляру n -го звездного каталога.  

Матрица catjnУ  – диагональная, на ее главной диагонали находятся дис-

персии 2
catjnму  оценок параметров видимого движения.  

Распределение ошибок измерения параметров j -го небесного объекта не 
противоречит нормальному закону с нулевыми средними и корреляционной мат-
рицей frameitУ  [21, 23, 24, 25]:  

1 22

1

2
it fN

S[ ] jn frameit /N /
frameit

N ( , )
( )π

= ×Y И У

У

 

11

2 t t
T

it jn frameit it jnexp (  S[ D [ ]])  ( S[ D [ ]]) ,τ τ
− × − − × − 

Y И У Y И   (5) 

где ][⋅S  – оператор пересчета измерений в систему координат, привязанную к 
формируемому кадру телескопа, расположенную в его картинной плоскости с цен-
тром в оптическом центре оптической системы телескопа; 

][ jt
D Θτ  – оператор прогноза положения небесного объекта с параметрами ви-

димого движения jΘ  на время привязки t-го кадра tτ . 

Не сложно показать, что плотность распределения параметров измерения 

itY  от j -го небесного объекта при оценке параметров его видимого движения в 

каталоге catjΘ
)

 определяется выражением 

2 1 2

1

2
it fN

S[ ] catjn itjn( k ) N / /
itjn( k )

N ( , )
( ) ( )π

= ×Y Θ Σ
Σ

)
     

11

2 t t
T

it jn jit( k ) it jn      exp (  S[ D [ ]]) ( ) ( S[ D [ ]])τ τ
− × − − ⋅ −  

Y И У Y И (6) 

где jnit( k ) catjn frameit= +∑ У У  – суммарная корреляционная матрица ошибок 

параметров i - го измерения t -го кадра по объекту, соответствующему j  -му 

формуляру n  каталога и k -й отождествленной паре «измерение-формуляр». 
В работе считается, что параметры различных измерений независимы меж-

ду собой, как и независимы между собой параметры формуляров используемого 
звездного каталога. Это со значимой для практики точностью соответствует исти-
не и позволяет получить простое с точки зрения практической реализации техни-
ческое решение с приемлемыми показателями качества принимаемых решений. 
При этом статистическое описание параметров подмножества формуляров звезд-
ного каталога соответствующих кадру (соответствующих области небесной сфе-
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ры, что соответствует кадру) и совокупности измерений исследуемого кадра, име-
ет вид 

1

1
1

catQ

itcat it
i

W( ) ( )Ω Π ω Θ
∧

=
= ;  

2

2
1

frameQ

jnframe jn
j

W( ) ( )Ω Π ω Θ
∧

=
= ,  (7) 

где 1catW( )Ω  – закон распределения параметров звездного каталога; 

2frameW( )Ω – закон распределения параметров измерений исследуемого кадра; 

1catΩ , 2frameΩ – множество измерений кадра и формуляров звездного каталога, 

соответствующих этому кадру (соответствующих участку звездного неба, соответ-
ствующему этому кадру);  

1catQ , 2frameQ  –  количество измерений кадра и формуляров звездного каталога, 

соответствующих этому кадру (соответствующих участку звездного неба, соответ-
ствующему этому кадру); 

it it( )ω Θ
)

 – плотность распределения данных о небесном объекте, содержащихся 
в i -м измерении t -го кадра; 

jnjn( )ω Θ
∧

 – плотность распределения данных о небесном объекте, содержащих-

ся в j -м формуляре n -го каталога. 
Средний риск как показатель качества классификации 

Ранее были формально введены: статистическое описание измерения 
(функция правдоподобия выборки) (7), априорные вероятности получения изме-
рения от j -го объекта (априорные вероятности состояний) (6), функция потерь 
(3). Перечисленных характеристик достаточно для использования в качестве по-
казателя качества классификации измерений небесных объектов среднего риска 
[18, 19, 26, 27]. 

Средний риск [18, 19, 26, 27] вводится следующим образом. Результат клас-
сификации в условиях априорной неопределённости не может всегда быть без-
ошибочным. Вероятность ошибки классификации выражается формулой 

catjn
k

in it it
ω

α f ( )d= ∫ Θ Y Y) ,     (8) 

где i  – номер объекта, которому принадлежит измерение; 
k  – номер объекта (формуляра каталога), которому измерение причислено с 
помощью процедуры классификации; 

catjn itf ( )Θ Y)  – плотность вероятности распределения параметров объекта с 

оценками параметров catjnΘ
)

; 

kω  – область ПИ, в которой принимается решение о принадлежности измерения 

k -му небесному объекту (объекту, соответствующему формуляру каталога). 
Выражение для условного математического ожидания потерь (условного 

риска) при принятии ошибочного решения для i -го объекта имеет вид 
cQ

i ik in
k 0

r П α
=

= ⋅∑ .      (9) 
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Средний риск (безусловное математическое ожидание потерь) равен сумме 
условных математических ожиданий потерь с учетом априорных вероятностей 
формирования измерений от объектов: 

cQ

ident catjn i
i 0

R P( )r
=

=∑ Θ
)

.     (10) 

С учетом (7) и (8) выражение для среднего риска (10) можно переписать в 
виде: 

c

сj cat Qсcat0
j

Q

ident cat0 0j it catQс Q it it
j 0

?R  P( )П f ( ) ... P( )П f ( )  d
ω=

 = + + 
 

∑ ∫ ΘΘΘ Y Θ Y Y) ))
)

, 
или 

c

j

Q

ident j it
j 0

R  z d
ω=

= −∑ ∫ Y ,     (11) 

При этом дискриминантный информант j -го объекта [28] имеет вид  

c ccat 0 cat Qc
j cat 0 0j it cat Q Q j it

?z (P( )П f ( ) ... P( )П f ( ))ΘΘ= − + + ΘY Θ Y) )
)

.

 (12) 

При условии cj 1,Q=  
itcatj it S [ ] catj itjn( k )f ( ) N ( , )= YΘ Y Θ Σ)

)
, а для 0j =  

0catj it itf ( ) f ( )=Θ Y Y) . 

Минимально возможное значение среднего риска при заданном ПИ назы-
вают байесовским средним риском [18, 19, 26, 27]. 

Байесовская процедура классификации измерения [18, 19, 26, 27, 29] 

Выдвигается cQ  гипотез itjnH , cj 1,Q=  о получении измерения itY  от одного из 

объектов, имеющего в каталоге оценки параметров atjcΘ
)

, и гипотеза 0H  (j 0)=  о 

том, что измерение получено от одного из некаталогизированных объектов. 
Необходимо отнести измерение itY  к одному из объектов каталога с оцен-

ками параметров atjncΘ
)

 либо к нулевому объекту (принять решение о справедли-

вости одной из 1cQ +  рассмотренных гипотез). Множество возможных решений 

образует пространство решений (ПР) U , которое состоит из элементов itjnu U∈ , 

0 ck ,Q= , где itjnu   – решение о справедливости гипотезы itjnH   о принадлежно-

сти i  -го измерения t -го кадра к j -му формуляру n -го каталога с оценками пара-

метров atjncΘ
)

. 

Отнесение измерения itY  к объекту с оценками параметров atjncΘ
)

 осуще-

ствляется РП над ПИ itЩY . Детерминированное РП разбивает ПИ на непересе-
кающиеся области [18, 19, 26, 27]. 

Известно [18, 19, 26, 27], что средний риск identR  минимален, если ПИ ЩY  
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разбито на взаимно непересекающиеся области kщ , 
кQ

j
j 0

щ Щ

=
= YU , k jщ щ П= /I  

(для всех k j≠ ) таким образом, что из принадлежности измерения к j -му объек-
ту следует, что для данного измерения дискриминантный информант (12) j -го 
объекта равен любому другому или больше его: 

j kz z≥  для всех cj,k 0,Q= , k j≠ .   (13) 

Тем самым байесовская процедура классификации заключается, например, 
в принятии решения о принадлежности измерения тому объекту, для которого 
дискриминантный информант наибольший [21,29]. 

Использование критерия максимального правдоподобия. Задачу ото-
ждествления измерений кадра с формулярами звездного каталога можно также 
представить как задачу выбора наилучшей гипотезы с точки зрения критерия мак-
симального правдоподобия [18,19, 23, 26, 27, 31, 32] о попарном отождествлении 
кадра измерений и формуляров звездного каталога. 

Гипотезы об отождествлении измерений кадра и формуляров звездного ка-
талога сложны и включают в себя совокупность простых гипотез о попарном ото-
ждествлении измерений кадра и формуляров каталога. В результате за истинную 
гипотезу принимают ту, которая наиболее вероятна. 

Вероятность простой гипотезы определяется невязками между оценками ко-
ординат в отождествляемых измерениях кадра и формулярах звездного каталога: 

( ) ( )
1

2 fN
i( m )

j( k ) itjn( k ) N
itjn( k )

N ( , )
detΘ

Θ
π

∧

∧
∑ = ×

∑
    

  

11

2 itjn( k )

T

i( k ) j( k ) i( k ) j( k )exp Θ Θ Θ Θ
∧ ∧ ∧ ∧−

    
 × − − −   
     

∑ ,  (14) 

где m  – номер рассматриваемой пары «измерение-формуляр»; 
i( k )  и j( k )  – номера измерения кадра и формуляра каталога из m -й отождест-
вляемой пары; 

itjn( k ) frameit catjn= +∑ У У  – суммарная корреляционная матрица ошибок пара-

метров i - го измерения t -го кадра по объекту, соответствующему j  -му форму-

ляру n  каталога и k -й отождествленной паре «измерение-формуляр»; 

frameitУ , catjnУ  – корреляционные матрицы 1j -го измерения и 2j -го формуляра. 

Вероятность сложной гипотезы об отождествлении измерений кадра и 
формуляров звездного каталога определяется следующим выражением: 

( )1 2
11

ncatQcat Q

it( k ) j( k )cat frame jn( k )
kk

P , ж( , ) (*, )Ω Ω Θ Θ Π η ΘΠ
∧ ∧

==

 
=  
  

,  (15) 

где 2
i( i )

jn( k ) jnit( k ) frame
it( k ) jn( k )

N ( , ), если в есть пара j( k ),
ж( , )

C, в противном случае ;

Θ
Θ Ω

Θ Θ ∧

∧
= 



∑
(16) 
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11 cat
jn( k )

, если j( m ) содержится в ,
(*, )

C, в противном случае;

Ω
η Θ 

= 


 (17) 

C  – константа, учитывающая возможность отсутствия парного формуляра в 
отождествляемом звездном каталоге. 

Вероятность сложной гипотезы (15) об отождествлении пар «измерение-
формуляр» определяется произведением вероятностей простых гипотез о соста-
ве каждой пары. Вероятности простых гипотез о составе пар измерений кадра и 
формуляров каталога представляют собой первые ncatQ  членов. Формуляр мо-
жет быть также фиктивным, т. е. таким, который учитывает возможность отсутст-
вия для измерения соответствующего парного формуляра в звездном каталоге. 
Остальные члены произведения соответствуют тем формулярам звездного ката-
лога, которые не были отождествлены с измерениями кадра. Формально считает-
ся, что вторая часть произведения имеет catQ  множителей, соответствующих 
формулярам звездного каталога. Если некий формуляр отождествлен с измере-
нием кадра, то соответствующий множитель второй части произведения прирав-
нивается к единице, иначе множитель второго произведения приравнивается не-
коей константе C , соответствующей частной гипотезе о том, что данный форму-
ляр звездного каталога не отождествлен.  

Так как корреляционная матрица 
12j ( k )∑  диагональная, то распределе-

ние невязок между координатами в паре «измерение-формуляр» можно предста-
вить в виде произведения  

1

meaM

j( k ) j( k )i( k ) jnit( k ) i( k ) jnitN , N ( , )µµ µµΘ Θ
Θ Σ Π Θ σ∧ ∧

∧ ∧

=

 
= 

 
,   (18) 

где meaM  – количество параметров измерения (формуляра каталога), используе-
мых при отождествлении (обычно равно количеству параметров видимого движе-
ния fNN );  

µ – номер параметра, используемого при отождествлении; 

мitσ  – СКО ошибки оценки м-го параметра видимого движения объекта, содер-

жащейся в i -м измерении t -го кадра; 

мjnσ  – СКО ошибки оценки м-го параметра видимого движения объекта, содер-

жащейся в j -м формуляре n -го звездного каталога; 

itjn мit мjnµσ σ σ= +  – СКО (среднее квадратическое отклонение) оценки µ -й ко-

ординаты i -го измерения t -го кадра и j -го формуляра n - го каталога;  

2

2
1

2 2jnit
i( k )

i( k ) j( k )
j( k ) )

jnit jnit( k )

( )
N ( , ) expµ

µ

µ µ
µ µ

Θ µ µ

Θ ΘΘ σ
π σ σ

∧

∧ ∧
∧  

− = −
 ⋅
  

 – 

распределение невязок между µ -й координатой i -го измерения и j -го формуляра. 
Для решения задачи отождествления измерений кадра и формуляров ката-

лога методом максимального правдоподобия необходимо подобрать такие соче-
тания пар «измерение-формуляр» в простых гипотезах, составляющих сложную 
гипотезу об отождествлении измерений кадра и формуляров каталога, чтобы вы-
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полнялось условие: 

1 2cat frame I( j ,i )
ln P( , ) maxΩ Ω → ,    (19) 

где j , i – номера формуляра звездного каталога и измерений кадра соответст-
венно;  
I{ j,i }  – множество пар «измерение-формуляр». 

При этом каждому выбранному измерению кадра может соответствовать 
только один формуляр каталога и каждому формуляру каталога - одно измерение 
кадра. 

Задача отождествления измерений кадра и формуляров каталога как 
частный случай задачи о назначениях 

Процесс отождествления кадра и каталога можно графически представить в 
виде графа отождествления – двудольного графа (рис. 1). Двудольный граф – 
граф [33, 34, 35, 36, 37], множество вершин которого catnΩ  можно разбить на два 

непересекающихся подмножества 1catΩ  и 2frameΩ  так, что каждое ребро графа 

соединяет какую-нибудь вершину 1catΩ  с какой-нибудь вершиной 2frameΩ . При 

этом 1catΩ  и 2frameΩ  являются соответственно множествами измерений кадра и 

формуляров каталога, а дуги графа взвешены весами itjn( k )ж  отождествления i -

го измерения кадра и j -го формуляра каталога, весами, пропорциональными ве-
роятностям простых гипотез. Иными словами, указанные дуги могут быть взвеше-
ны вероятностями того, что информация об одном и том же объекте содержится в 
i - м измерении кадра и j -м формуляре каталога или другими, связанными с ука-
занными вероятностями величинами. 

 
  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Рис. 1. Представление процесса отождествления измерений кадра и формуляров 
каталога двудольным графом 
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Возможность отождествления измерений кадра и формуляров каталога рав-
носильна существованию в графе совершенного паросочетания. Для решения 
поставленной задачи необходимо, чтобы измерениям кадра и формулярам ката-
лога было найдено соответствие. Такой взгляд на отождествление приводит к вы-
воду, о том, что задача является частным случаем задачи о назначениях на дву-
дольном графе [38, 39, 40, 41].  

Задача о назначениях в контексте отождествления кадра и каталога может 
формулироваться следующим образом. Задано множество измерений кадра 

1 11 1cat Qcat{ , , }Ω Θ Θ= K , каждое из которых может быть отождествлено с некото-

рыми из формуляров каталога 2 12 2frame Qframe{ , , }Ω Θ Θ= K . Вес отождествле-

ния измерения и формуляра itΘ  и jnΘ  при этом будет равен itjn( k )lnж . 

Назначение, которое максимизирует вероятность гипотезы о сочетании пар 
«измерение-формуляр», соответствует наибольшему паросочетанию с макси-
мальным суммарным весом [39, 40, 41]. 

Для того, чтобы существовало решение задачи о назначениях, необходимо, 
во-первых, чтобы в кадре и каталоге 1catΩ  и 2frameΩ  количество элементов было 

одинаковым; во-вторых, согласно теореме Холла о свадьбах [38], необходимо, 
чтобы любые i -е измерения кадра отождествлялись («были знакомы») в совокуп-
ности, по меньшей мере, с j  различными формулярами каталога или наоборот. 

На практике выполнение любого из указанных условий существования ре-
шения является скорее счастливым исключением, чем правилом. В общем же из-
мерения кадра ( 1catΩ ) и формуляры каталога ( 2frameΩ ) содержат информацию 

об cQ  объектах.  При этом кадр содержит информацию об 1c ncat( Q Q )−  объек-
тах, не содержащихся в формулярах каталога. В свою очередь, каталог содержит 
информацию об объектах, не представленных на кадре. 

Формально можно доопределить задачу отождествления к задаче о назна-
чениях со свойством существования однозначного решения. Для этого нужно до-
полнить совокупность измерений кадра и формуляров каталога фиктивными из-
мерениями и формулярами так, чтобы их количество было одинаковым. В терми-
нах теории графов доли 1catΩ  и 2frameΩ , двудольного графа дополняются 

2c frame( Q Q )−  и 1c cat( Q Q )−  изолированными вершинами. Если таким образом 

сформировать граф, то он становится полным двудольным графом с долями по 

cQ  вершин: 

1 1

2 2

cat c cat c

frame c frame c

Q ( Q Q ) Q ;

Q ( Q Q ) Q ,

+ − =
+ − =

    (20) 

С помощью матрицы смежности можно представить двудольный граф с 
одинаковым количеством вершин cQ  в каждой его доле: 
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c

c

c c c c

11 12 1Q

21 22 2Q

adj catk

Q 1 Q 2 Q Q

lnж lnж lnж

lnж lnж lnж

( )

lnж lnж lnж

Π Ω

 
 
 
 =
 
 
 
 
 

L

L

L L L L

L L L L

L

.   (21) 

Граф отождествления можно представить в виде матрицы смежности [42] 

adj catm( )Π Ω , элементами которой являются вероятности 
itjn( k )
ж . Матрица 

смежности дополняется весами lnC , для нулевой вероятности отождествления 
формуляров, и весом nlnC , где 1n >> , для вероятности отождествления фик-
тивных формуляров. Пример такой матрицы будет иметь вид 

3 14

2 23 24

32 33 34

4 43

11 12 1

21 2
adj catk

31

41 2 44

lnж lnж lnж lnж

lnж ln lnж lnж
( )

lnж lnж lnж lnж

lnж lnж lnж lnж

Π Ω

 
 
 =
 
 
 

31

11 12

22 23

42

lnж lnж nlnC nlnC

nlnC lnж lnж nlnC

lnж nlnC nlnC nlnC

nlnC lnж nlnC nlnC

 
 
 =
 
 
 

(

22) 
где itjn( k )ln  ж  – вес отождествления пары, состоящей из i -го измерения кадра 

1catΩ , сформированного в t-й момент времени, и j -го формуляра n-го каталога 

2frameΩ . 

После доопределения задачи отождествления к задаче о назначениях с од-
нозначным решением в матрице смежности количество строк равно количеству 
столбцов. В общем же случае количество строк матрицы соответствует количест-
ву измерений кадра, а количество столбцов – количеству формуляров каталога. 

В целях экономии памяти матрица смежности может быть заменена спи-
сками смежности измерений кадра. Списки смежности содержат только ненуле-
вые вероятности itjn( k ) ж . 

Строка матрицы смежности представляет собой вес отождествления i -го 
измерения кадра со всеми формулярами каталога, включая фиктивные.  

Требуется из каждой строки матрицы выбрать по одному элементу itjn( k ) ж  

так, чтобы максимизировать логарифм вероятности 1 2cat frameln P( , )Ω Ω , опре-

деляемой выражением (15). При выборе элементов из строк матрицы 

adj catn( )Π Ω  (21) необходимо, чтобы выбранные элементы находились в разных 

столбцах. Иначе получится, что несколько измерений кадра назначаются одному 
формуляру каталога. Другими словами, необходимо из каждой строки и каждого 
столбца матрицы adj catn( )Π Ω  выбрать ровно по одному элементу так, чтобы 

сумма выбранных элементов была наибольшей. 
Следовательно, можно показать, что задача о назначениях на двудольном 

графе сводится к выбору элементов столбцов квадратной матрицы по одному с 
каждой строки и каждого столбца, который обеспечивает максимальный суммар-
ный вес выбранных элементов. 
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Для решения задачи отождествления измерений кадра и формуляров ката-
лога необходимо выбрать из матрицы (21) такую последовательности элементов 
(по одному из каждой строки матрицы): 

1 2 cij( ) ij( ) Qij( Q ){lnж ,lnж , ,lnж }K ,    (23) 

суммарный вес которых имеет максимальное значение при выполнении условия 
i( k ) j( l )≠ , k l≠ . 

Задача отождествления измерений кадра и формуляров каталога сводится 
к задаче о выборе пар «измерение-формуляр» с максимальным суммарным ве-
сом отождествления. Из этого следует, что данная задача (максимизации общего 
веса назначений) будет иметь вид 

1

H

ij( k )
k

lnж max
=

→∑ .     (24) 

Отождествление (решение соответствующей задачи о назначениях) изме-
рений кадра и формуляров каталога (24) может быть выполнено полным перебо-
ром возможных вариантов паросочетаний измерений кадра и формуляров катало-
га. Количество возможных вариантов отождествления cQ  измерений кадра и cQ  

формуляров каталога равно cQ ! . Поэтому отождествление методом полного пе-

ребора не может быть реализовано за приемлемое время при большом количест-
ве измерений (формуляров каталога).  

При отождествлении всего лишь 10 измерений (формуляров) количество 
гипотез о сочетании пар «измерение-формуляр» будет равно 10!=3 628 800. Если 
для проверки одной гипотезы необходимо 10 операций умножений, то для провер-
ки всех гипотез необходимое 10!×10=36 288 000 операций умножения. Среднее 
время выполнения одной операции умножения на ядре 4-ядерного процессора 
Intel Core i7 с тактовой частотой 2GHz равно ~ 5·10-10с. [43, 44]. Время проверки 
10! гипотез на указанной ЭВМ не превысит 0,1 секунды. При отождествлении 
групп, содержащих по 15 измерений (формуляров), время проверки 15! гипотез 
составит не более двух часов. Но при увеличении количества измерений (форму-
ляров) до 20! время отождествления на указанной ЭВМ превысит 385 лет. 

В этой связи отождествление (решение соответствующей задачи о назна-
чениях) измерений кадра и формуляров каталога (24) целесообразно выполнять 

венгерским методом [45, 46] с трудоемкостью ее решения 3O( n )  приведенных 

операций [46].  
 

Результаты/дискуссия 
Результатами разработки метода отождествления измерений кадра с фор-

мулярами каталога есть его применение в программном обеспечении автоматиче-
ского поиска астероидов и комет на серии ССD -кадров CоLiTec. На рисунках 2 и 4 
изображены исходные ССD -кадры, полученные в результате наблюдения. На ри-
сунках 3 и 5, показаны те же кадры, но уже обработанные с помощью ПО CоLiTec. 
На кадрах (рис. 3, 5) отображено 1000 самых ярких измерений, отождествленных 
с формулярами используемого звездного каталога. 
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Рис. 2. Исходный ССD -кадр 1 

 
 

 
Рис. 3. 1000 самых ярких измерений кадра 1, отождествленных с формулярами 

звездного каталога 
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Рис. 4. Исходный ССD -кадр 2, 

 
Рис. 5. 1000 самых ярких измерений кадра 2, отождествленных с формулярами 

звездного каталога  
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Данный метод отождествления измерений кадра с формулярами каталога 
обеспечивает существенно более надежное отождествление, чем в широко из-
вестной астрометрической программе Astrometrica [47, 48], а также значительно 
повышает точность наблюдений в ПО CоLiTec. 

С помощью CoLiTec, в частности, и разработанного в статье метода впер-
вые в СНГ и Балтии были открыты астероид и комета в автоматизированном ре-
жиме. С использованием CoLiTec в 2012(2011) году сделано 80 (86)% наблюдений 
и 74 (75)% открытий астероидов в указанных странах. 

С использованием CoLiTec было открыто 4 кометы из 8, открытых в СНГ и 
Балтии более чем за 20 последних лет. 10 декабря 2010 года с использованием 
программы CoLiTec была открыта комета C/2010 X1 (Elenin), которая стала первой 
кометой, открытой астрономом СНГ за последние 20 лет. Всего с помощью про-
граммы CoLiTec открыто более 1560 астероидов. Среди них – четыре объекта, 
сближающихся с Землей, из 16 открытых за всю историю советской и постсовет-
ской астрономии СНГ и Балтии, 21 троянский астероид Юпитера и 1 кентавр из 
двух, открытых в СНГ и Балтии. Еще четырем астероидам были посвящены от-
дельные электронные циркуляры МРС. 

Выводы 
Разработан вычислительный метод отождествления измерений кадра с 

формулярами каталога. Данный метод отождествления позволяет найти попарное 
соответствие между совокупностью сформированных на кадре измерений и мно-
жеством объектов звездного каталога, принадлежащих той же области небесной 
сферы, что и сформированный кадр. Задача отождествления сведена к задаче о 
назначениях (24) на двудольном графе. Для решения задачи предлагается ис-
пользовать венгерский метод.  

Разработанный метод был применен при создании программного обеспече-
ния автоматического поиска астероидов и комет на серии ССD кадров CоLiTec. 
Результаты ПО CоLiTec подтверждают достоверность и надежность работы дан-
ного вычислительного метода. Программный продукт может быть использован в 
различных обсерваториях мира, проводящих наблюдения 

Дальнейшие исследования метода отождествления измерений кадра с 
формуляром каталога будут направлены на повышение эффективности этого ме-
тода (например, уменьшение вычислительных затрат и повышение точности 
оценки местоположения объекта). 
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Метод ототожнення астрономічних вимірювань ССD-кадру  
з формулярами зіркового каталогу 

 
Розроблено метод ототожнення вимірювань кадру з формулярами зоряного 

каталогу. Цей метод полягає в вирішенні задачі знаходження попарної відповідно-
сті між сукупністю сформованих на кадрі вимірювань і множиною об'єктів зоряного 
каталогу, що належать тій же області небесної сфери, що і сформований кадр. 
Задача ототожнення зведена до задачі про призначення, яка вирішується угорсь-
ким методом. 

Ключові слова: ССD-кадр, вимірювання кадру, формуляр каталогу, отото-
жнення, середній ризик, метод максимальної правдоподібності, угорський метод. 

 
 

The method of identifying the astronomical measurement  
ССD-frame with the form of star catalog 

 
Method of identifying the measurement frame with the form of star catalog is de-

veloping. This method - is the method of solving the problem of finding the pairwise cor-
respondence between the set of measurements formed on the frame and a plurality ob-
jects of the star catalog that belong to the same area of the sky that the formed frame. 
The problem of identification is reduced to the assignment problem, which is solved by 
the Hungarian method. 

Keywords: CCD-frame, measuring frame, the form of catalog, the identification, 
average risk, maximum likelihood method, Hungarian method. 

 


