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Обоснование метода Фурье в осесимметричных задачах 
теории упругости для трансверсально-изотропных тел, 

ограниченных поверхностью параболоида 
 

Национальный аэрокосмический университет им. Н.Е. Жуковского «ХАИ»  
 

Впервые в общей осесимметричной постановке рассматривается и решается проблема 
обоснования метода Фурье в пространственных краевых задачах теории упругости для 
трансверсально-изотропного параболоида вращения и трансверсально-изотропного 
пространства с параболоидальной полостью. Вводится понятие базисности частных 
решений системы уравнений равновесия трансверсально-изотропных канонических тел. 
Для указанных выше краевых задач доказаны теоремы о базисности построенных ранее 
частных решений. 
Ключевые слова: метод Фурье, уравнения равновесия трансверсально-изотропной среды, 
базисность, частные решения для параболоида, краевая задача, теория упругости, 
канонические тела 

 
1. Анализ исследований и публикаций 

 
Точные решения основных пространственных краевых задач теории 

упругости в канонических односвязных областях были получены в последние 
десятилетия с помощью метода Фурье. В задачах для трансверсально-
изотропных тел метод развивался и использовался в работах  [1 - 10]. Впервые 
точные решения указанных выше задач применительно к трансверсально-
изотропному параболоиду были получены Ю.Н. Подильчуком и представлены в 
статье [7]. В работе [11] были построены принципиально иные решения уравнений 
равновесия трансверсально-изотропных тел для параболоида вращения, 
необходимые для реализации обобщенного метода Фурье и наиболее 
приемлемые с точки зрения решения проблемы обоснования. 

Впервые вопросы обоснования метода Фурье в общей постановке для 
канонических односвязных изотропных тел были поставлены и решены в работах 
[12 - 14]. Заметим, что в отечественной и зарубежной научной литературе 
практически отсутствуют работы, посвященные обоснованию метода Фурье для 
канонических односвязных трансверсально-изотропных тел. Некоторые частные 
аспекты обоснования для ряда канонических тел рассмотрены в работах [14 - 18]. 

В настоящей статье впервые в общей осесимметричной постановке 
рассматривается и решается проблема обоснования метода Фурье для 
трансверсально-изотропного параболоида вращения и трансверсально-
изотропного пространства с параболоидальной полостью. 

Полученные результаты не только важны для подтверждения 
достоверности решений краевых задач для односвязных тел, но и могут 
существенно использоваться для обоснования и оценки точности решений в 
задачах для многосвязных тел. 

 
2. Постановка проблемы 

Рассмотрим пространственные области ±Ω9 , которые в некоторой 

декартовой прямоугольной системе координат ( )z,,ϕρ  задаются неравенствами 
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±
. Будем считать, что области ±Ω9  заполнены 

трансверсально-изотропным материалом с упругими постоянными ijC , ось 

анизотропии которого совпадает с осью OZ декартовой системы координат. 
Рассмотрим осесимметричные первые краевые задачи для системы 

уравнений равновесия трансверсально-изотропной упругой среды в областях ±Ω9  
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в случае, когда на границе ±Ω∂ 9  этих областей заданы общие осесимметричные 

условия вида 
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где ( )xJm  – функции Бесселя первого рода; α – некоторый параметр, который 

будет описан ниже; zee ,ρ  - орты цилиндрической системы координат ( )ϕρ ,, z , 

которая непосредственно связана с декартовой системой; 
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 - 

заданные плотности. Будем считать, что интеграл в (3) сходится абсолютно и 
равномерно по λ .  

Введем две параболоидальные системы координат ( )ϕβα ,, jj  ( )0≥jj βα ,  ( )2,1=j , координаты которых связаны с соответствующими 
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где jν  – разные положительные корни уравнения   
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0>ja  – параметры параболоидальных систем координат; постоянная jγ  

выбирается из условия равенства 0jj ββ =  на поверхности ±Ω∂ 9 . При этом 
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равенства 
2

1
2 2 ρ=αν ca jjj . Выбирая параметры ja  так, что ω=ν jj a , 

получаем, что ααα == 21  на указанной поверхности. 
В работе [11] были построены частные решения системы уравнений 

равновесия (1), (2) в областях ±Ω9  при общих граничных условиях. В частном 

случае осесимметричных решений из них получаем  
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)(xKm  – функция Макдональда; )(xIm  – модифицированная функции Бесселя 

первого рода. 
Координатная форма записи перемещений (4) имеет вид 
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Далее для краткости будут использованы обозначения jj q=0λβ .  

В работе [11] было введено понятие базисности системы решений 
уравнений Ламе в пространственных канонических областях. По аналогии с этим 
понятием введем следующее определение. 

Определение 1. Системы вектор-функции { } 2

1
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Rjjjj λλ βα
,
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будем называть базисными осесимметричными системами решений уравнений 

равновесия (1), (2) в областях 
±Ω9 , если: 

1) вектор-функций ),()(
, jjj βαλ
9±U  при +∈= Rj λ;,21  являются 

регулярными линейно независимыми решениями системы уравнений (1), (2) в 

областях
±Ω9 ; 
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2) существует набор функций ( ){ } 2
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В следующем разделе будет доказана базисность в осесимметричной 

постановке системы вектор-функций { } 2

1
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±Ω9 . 

 
3. Основные результаты 

 
 Авторами доказаны следующие теоремы. 

Теорема 1. При условии 21 νν ≠  вектор-функции 
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являются базисными осесимметричными решениями системы уравнений 

равновесия (1), (2) в области +Ω9 . 
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Исключим ( )qK1′  из полученного равенства, используя рекуррентные 
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Выражение в квадратных скобках может быть представлено интегралом  
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Из интегрального представления (9) и выражения (8) следует, что 
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Так как ( ) ( )qKqK 01 > , то из последнего равенства следует 
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Используя оценку, полученную в [14], можно записать 
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Из асимптотических формул для функций Макдональда при ∞→λ  

следует, что вектор-функция U  дважды непрерывно дифференцируема в 

области +Ω9 , т.е. ( ) ( )±± ΩΩ∈ 99
2 CC IU . Таким образом, теорема доказана. 

Теорема 3. При условии 21 νν ≠  вектор-функции 
( )( ){ }2

,1
9

, ,
+∈=

−
R

U
λλ βα

jjjj  

являются базисными осесимметричными решениями системы уравнений 

равновесия (1), (2) в области −Ω9 . 

 Доказательство. Рассмотрим определитель  
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Вычислим производную 
ν
τ

d

d
 функции ( ) ( )

( )qI

qI

1

0ν=ντ :  

( )[ ] ( ) ( ) ( )[ ] ( ) ( ){ }qIqqIqIqqIqI
qI

d

d
10

2
110

2
1 2
4

′−+
ν

=
ν
τ −

. 

 
Используя рекуррентные соотношения для модифицированных функций 

Бесселя и их производных, можно записать 
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Используя оценку [14]  

( )( ) ( ) ( ) 020
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1 ≥− qIqIqI , 

из предыдущего выражения получим 
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>
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Таким образом, доказано, что функция ( )ντ  монотонно возрастает при 

+∈ Rν . 

Аналогично изучим функцию ( )
)q(I
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01
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=νσ . Дифференцируя по ν , 
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Так как ( ) ( )qIqI 10 > , то справедлива оценка  
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которая показывает монотонное убывание функции ( )νσ  при +∈ Rν . Учитывая 
(20) и (21), из формулы (19) получаем 
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Можно показать справедливость следующей оценки для 
модифицированных функций Бесселя:  
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Из нее следует, что  
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где 
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Оценка (22) показывает, что определитель 09)1( ≠∆−
λ  при +∈ Rν .  

Остальная часть доказательства теоремы аналогична приведенным выше 
рассуждениям в теореме 3. 

 
4. Выводы 

 
1. Впервые в общей осесимметричной постановке рассматривается и 

решается проблема обоснования метода Фурье в пространственных краевых 
задачах теории упругости для трансверсально-изотропного параболоида 
вращения и трансверсально-изотропного пространства с параболоидальной 
полостью.  

2. По аналогии с результатом работы [11] вводится понятие базисности 
частных решений системы уравнений равновесия трансверсально-изотропных 
канонических тел в рассматриваемых областях. 

3. Для построенных ранее частных решений основных осесимметричных 
краевых задач для трансверсально-изотропного параболоида и трансверсально-
изотропного пространства с параболоидальной полостью доказаны теоремы об их 
базисности. 
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Обґрунтування методу Фур'є в осесиметричних задачах 
теорії пружності для трансверсально-ізотропних тіл,  

які обмежені поверхнею параболоїда 
 

Уперше в загальній осесиметричній постановці розглядається і вирішується 
проблема обґрунтування методу Фур'є в просторових крайових задачах теорії 
пружності для трансверсально-ізотропного параболоїда обертання і 
трансверсально-ізотропного простору з параболоїдальною порожниною.  

Ключові слова: метод Фур'є, рівняння рівноваги трансверсально-ізотропне 
середовище, базисність, частинні розв’язки для параболоїда, крайова задача, 
теорія пружності, канонічні тіла 

 

Justification of Fourier's method in axially symmetric 
elasticity problems for transversely isotropic bodies with 

paraboloidal surface  
 

For the first time in a general axisymmetric formulation is considered and solved 
the problem of justification of Fourier's method in three-dimensional boundary value 
problems of elasticity for transversely isotropic paraboloid and a transversely isotropic 
space with a paraboloidal cavity.  

Keywords: Fourier's method, equilibrium equations of a transversely isotropic 
medium basis property, partial solutions for the paraboloid, boundary problem, elasticity 
theory, the canonical body 


