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Предложен метод решения задачи для упругой защемлённой по торцу полуполосы с круго-
вым жестким включением. Метод базируется на формулах взаимного переразложения ре-
шений системы уравнений Ламе в полярной и декартовой системах координат. В результа-
те получена интегро-алгебраическая система уравнений, которая позволяет найти неиз-
вестные коэффициенты рядов и напряжения в заделке. Исследован характер особенности 
нормального и касательного напряжений на торце полуполосы. 
Ключевые слова: полуполоса, включение, отверстие, особенность напряжений, интегро-
алгебраическая система. 
  

Введение 
 

Задачи теории упругости для полуполосы различными методами изучались 
в работах [1, 2] и приведенной в [1]. В настоящей статье предпринята попытка по-
лучить разрешающие уравнения задачи для защемлённой по торцу полуполосы с 
круговой неоднородностью в виде жесткого кругового включения или кругового от-
верстия. Впервые к решению такой задачи применён обобщённый метод Фурье 
[3], что позволило получить разрешающую интегро-алгебраическую бесконечную 
систему уравнений с таким же ядром как в [1]. Методом, отличным от того, кото-
рый применён в [1], исследована особенность нормального и касательного напря-
жений на защемлённом конце полуполосы. 

 
Постановка задачи 

 
 Будем предполагать, что круговая неоднородность расположена симмет-
рично в полуполосе (рис. 1) и грани полуполосы свободны от нагрузки. Неодно-
родность принимаем в виде жесткой круглой шайбы, на которую действует сила P, 
направленная вдоль оси ох. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
Рис. 1. Полуполоса с круговой неоднородностью 
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 Вектор перемещения u
r
в полуполосе без круга должен удовлетворять урав-

нению равновесия Ламе 

    ( ) 021 1 =∆+ν− − uugraddiv
rr

, 
где ν  – коэффициент Пуассона. 
 Граничные условия задачи таковы: 
 
  ( ) 0, == vuu

r
 при 0=x ,       (0.1) 

  ( ) ( ) 0,, =σ=τ hxhx yxy , 0>x ,      (0.2) 

  xeuyxu
rr ⋅= 0),(  на границе круга.     (0.3) 

 В этих формулах  yxy στ ,  – касательные  и  нормальные напряжения; 

yx ee
rr

,  – орты декартовой системы координат; 0u  – постоянная. Замыкает поста-

новку задачи условие конечности энергии, накопленной в полосе. 
 По этим данным надо определить вектор u

r
. 

 
1. Метод решения 

 
 Будем считать, что величины xyyPuRayx τσ ,,,,,,,

r
 – безразмерные, т.е. 

1111 , −− ⋅=⋅= hyyhxx  и т.д. 

 Через 1u
r

 обозначим решение задачи для полуплоскости 0>x  при условии 
на границе [1] 

   ( ) ( )




>
<σ

=σ
;1,0

,1,
,0

y

yy
yx      (1.1) 

   ( ) .0,0 =yv         (1.2) 

 Здесь ( )yσ  – неизвестная  функция.  
 Решение этой вспомогательной задачи ищем в виде 

  ( ) ( ) ( )∫
∞

− ⋅+λλ⋅λ==
0

1
1

111 ;,, xeCdyxhBGvuu
rrr

,   (1.3) 

где C  – произвольная константа; 

 ( ) ( )[ ] ;43,sincos;, ν−=χ⋅λ⋅λ⋅+λλ+χ=λ λ− x
yx eyxeyxeyxh
rrr

 

G  – модуль сдвига. 
 Вектор (1.3) удовлетворяет условию (1.2). Второе условие (1.1) приводит к 
равенству 

    ( ) ( ) ( )∫ λσ
−νπ

λ=λ
− 1

0

1

1 cos
12

tdttB .   (1.4) 

Из (1.3), (1.4) с помощью интеграла [4] 

  ( ) ,0,ln
2
1

cos 22

0

1 >+−γ−=λλ⋅λ∫
∞

λ−− xyxyde x  
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где γ  – постоянная Эйлера, находим 

( ) ( ) ( )( ) ( )( )[ ]
( )

+






−+
⋅+



 +++−+χ−σ

−νπ
= ∫ 22

21

0

2222
1

1

2
lnln

412

1

tyx

x
tyxtyxtu  

( )
,

1
22

Adt
tyx

+












++
+     ( ) ( ) ( )∫ ν−π

⋅γχ+=σ
ν−π

γχ+=
1

0
1412

P
CdttCA ,(1.5) 

( ) ( )
( ) ( )

dt
tyx

ty

tyx

ty
t

x
v ∫ 














++
++

−+
−⋅σ

−νπ
=

1

0
22221 14

.  (1.6) 

Из (1.5) при 0=x  имеем  

  ( ) ( ) ( ) Adttytyu +−σ
ν−π

χ= ∫
1

0

22
1 ln

14
,0 .   (1.7) 

С помощью (1.5), (1.6) находим напряжения ( )1
xyτ  и ( )1

yσ , которые дает вектор 

1u
r

 на горизонтальных сторонах полуполосы 1±=y : 

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( )∫







−












++
++

−+
−⋅−νσ

−νπ
=





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

∂
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∂
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0
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1

1
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tx

t
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G

x

v

y
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Gxxy  

   

( )( ) ( )( ) 








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222222
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1

1

1
2
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t
x ;   (1.8) 

 ( )( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( )





+

−+



ν−π
⋅ν+σ=









∂
∂ν−+

∂
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1

1
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2
1,
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dttG
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uG
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( ) ( ) ( )( ) ( )( ) .

1

1

1

1

11

1
222222

3

22





















++
+

−+−νπ
+







++
+

txtx

x

tx
  (1.9) 

 Второе решение 2u
r

, связанное с наличием в полуполосе круговой неодно-
родности, выбираем в виде 

( ) ( ) ( ),,,, 2,0
1

,4
0

,3222 yxuyxuqyxugveueu
n

nn
n

nnyx
rrrrrr +⋅+⋅=⋅+⋅= ∑∑

∞

=

∞

=
 (1.10) 

где  

   
( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ).,

~
1,,

,,
~

1,,

11,4
1

22,4,4

11,3
1

22,3,3

yxWyxWyxu

yxWyxWyxu

n
n

nn

n
n

nn
+++

+++

−+=

−+=
rrr

rrr

  (1.11) 

 В (1.11) «~» – знак комплексно сопряжённой величины; ( )22 , yx  – вспомога-
тельная система координат, симметрично расположенная относительно системы 

( )11, yx  (рис. 1);   mm
rrrr

nnnn RWRW −
±

−
± == ,4,4,3,3 ,  , 
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( ) ( )
( ) ( )( ) ( ) ( )






−≥⋅−−χ+⋅ρχ−=

≥⋅ρ=

+
ϕ+⋅+

ϕρ
ϕ−

.1,12

,1,

2,3,4

,3
11

1

nRneexgradR

neieeR

nn

n
nin

x

inn

mmm

mm

rrr

r
m

rr

 (1.12) 

 ϕρ ee
rr

,  – орты полярной системы координат. 

Вектор ( )yxu ,2,0
r

 в (1.10) представлен формулой 

   ( ) ( ) ( ) ( )[ ],,,
14

, 2201102,0 ϕρ+ϕρ
χ+π

−= uu
P

yxu
rrr

  (1.13) 

где ( ) ( ) ( ) ϕ⋅ρχ++ϕ⋅ρχ−=ϕρ ϕρ sinln21cosln21,0 eeu
rrr

 – решение о сосредото-

ченной силе [5]. 

 Решение 2u
r

 удовлетворяет условиям ( ) ( )( ) 0,0,0 2
2 =σ= yyv x  и введено для 

удовлетворения краевого условия (0.3). 

 Напряжения ( )( ) ( )( )1,,1, 22 xx xyy τσ  на горизонтальных границах полуполосы 

могут быть найдены по левым частям формул (1.8), (1.9). 
  Приведём эти напряжения в виде, удобном для реализации метода на 
третьем этапе: 

( )( ) ( )
( ) ×













−
−λλ+λ−=τ ∫ ∑ ∑

∞ ∞

=

∞

=

−+
λ−

0 0 2

11
2

!2

2

!
41,

n n

n

n

n

nxy n

n
q

n
geGx  

( )( ) ;1,cos
2

sin 0 xxdna xyτ+λλ






 π−λ×    (1.14) 

( )( ) ( )
( ) ×













−
λ−−λ+λ=σ ∫ ∑ ∑

∞ ∞

=

∞

=

−+
λ−

0 0 2

11
2

!2

22

!
41,

n n

n

n

n

ny n

n
q

n
geGx  

    ( )( ),1,sin
2

sin 0 xxdna yσ+λλ






 π−λ×    (1.15) 

где ( )0
yσ  и ( )0

xyτ  – напряжения, полученные от решения (1.13); 

( )( ) ( ) ( )
( ) ( )





−













++
++

−+
−ν−⋅

ν−π
−=σ
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0

11
21

14
1,

ax

ax

ax

axPG
xy  

( )( ) ( )( ) ,
11

2
2222 




















++

++
−+

−−
ax

ax

ax

ax
 

( )( ) ( ) ( )
( ) ( )





−













++
+

−+
χ−

χ+π
−=τ

22
0

1

1

1

1
1

12
1,

axax

PG
xxy  

(1.16) 
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( )
( )( )

( )
( )( ) .

11
4

22

2

22

2






















++

++
−+

−−
ax

ax
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 При вычислении в (1.14) и (1.15) использована формула перехода от по-
лярных координат к декартовым 

   ( )
( )

∫
∞

λ+λ−−
ϕ

≥>λ⋅λ
−

=
ρ 0

1 .1,0,
!1

nyde
n

ie xiyn
n

n

in
 

Третье решение для полуполосы ( )333 veueu yx
rrr +=   берём в виде [1] 

( ) ( ) ( )∫
∞

+λλ⋅λ⋅+λ⋅λ⋅⋅λ
π

=
0

33 sincos
2

, dxyshexycheAyxu yx
rrr

 

( ) ( )[ ]∫
∞

λλ⋅χ−λ⋅λ⋅+λ⋅λ⋅λ⋅λ
π

+
0

3 sincos
2

xyshychyexyshyeB yx
rr

 (1.17) 

 Оно, как предыдущие два, удовлетворяет условиям ( ) ( )( ) 0,0,0 3
3 =σ= yyv x . 

 Напряжения от решения 3u
r

 на грани 1=y  будут такими: 

( )( ) ( )( )[ ]

( )( ) ( )( )[ ] .sin12
4

1,

;cos21
4

1,

0
333

3

0
333

3

λλ⋅λ⋅λ⋅λ+λν−−
π

=σ

λλ⋅λ⋅λ⋅λ+λν−−
π

=τ

∫

∫
∞

∞

xdshBchBA
G

x

xdchBshBA
G

x

y

xy

 (1.18) 

 Функции ( )λ3A  и ( )λ3B , входящие в (1.18), выберем из условия равенства 

нулю суммарных напряжений на грани 1=y , т.е. из условия 

    ( )( ) ( )( )∑ ∑
= =

=σ=τ
3

1

3

1

.01,,01,
y y

j
y

j
xy xx    (1.19) 

 Из этих уравнений с учётом (1.18) находим  

( )[ ] ( ) ( )( )

( )[ ] ( ) ( )( ) .sin
2

12

,cos
2

21

0

21
1

333

0

21
1

333

xdx
G

shBchBA

xdx
G

chBshBA

yy

xyxy

λσ+σλ−=λλ⋅+λν−−

λτ+τλ−=λλ⋅+λν−−

∫

∫
∞−

∞−

  (1.20) 

Введём обозначения 

( ) ( )( ) ( ) ( )( ) .2,1,0,sin1,,cos1,
00

=λσ=λλτ=λ ∫∫
∞∞

jdxxxbdxxxa j
yj

j
xyj

rr
 

После вычисления интегралов получим: 
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( ) ( ) ( ) ( )[ ] ,22
12

1

0

1

1 dttshttcht
G

a ∫ λ⋅λ+λλ−ν−⋅σ
ν−

λ=λ
−

 

( ) ( ) ( ) ( )[ ] ,12
12

1

0

1

1 dttshttcht
G

b ∫ λ⋅λ−λλ+−ν⋅σ
ν−

λ=λ
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2
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4 0
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


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
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∞
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2
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4 0
0 2

11
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





 π−λ





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∞

=

∞
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( ) ,cos210 aea λ⋅⋅−µ⋅µ= λ−  ( ) ,cos10 aeb λ⋅⋅ν−⋅µ= λ−   λ+ν=µ 21 . 
 Систему (1.20) запишем в виде 

    
( ) ( )
( ) ( ) ,~~

~~

2

1~

21

21

3

3









λ+λ
λ+λ

λ
−=









bb
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B

A
A     (1.21) 

где −A
~

 матрица системы (1.20),       ( ) ( ) ( ) ( )1 1
j j j ja G a , b G b ,λ λ λ λ− −= ⋅ = ⋅%%  

.2,1,0=j  

 С учётом условия статьи ( ) 0
1

1

=−σ∫
−

Pdtt  выражения для    ( ) ( )λ+λ 01
~~ aa , 

( ) ( )λ+λ 01
~~
bb  можно представить в виде 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )[ ]
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



+λ⋅λ+−λλ−ν−⋅σ
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=λ+λ ∫
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e
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( )( ) ,1cos22
2 


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 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )[ ]






+λ⋅λ−−λλ+−ν⋅σ
ν−

=λ+λ ∫
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( )( ) .1cos12
2 


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P
 

 C учётом сделанных преобразований правые  части системы  (1.21)  будут 
иметь нуль второго порядка в точке 0=λ . Решением системы (1.21) будут функ-
ции ( )λ3A  и ( )λ3B , ограниченные в точке 0=λ . На основе этого делаем вывод, 

что все сделанные чисто формально предельные переходы к границе 0=x  яв-
ляются справедливыми. 
 Итак, построенное  решение 

321 uuuu
rrrr ++=      (1.22) 
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удовлетворяет краевым условиям при 0=x  

    ( ) ( )




>
<σ

=σ=
1,0

;1,
,0,0

y

yy
yv x  

и условию (0.2). На торце 0=x  необходимо, чтобы решение (1.22) удовлетворяло 
условию 
    ( ) ( ) ( ) ,0,0,0,0 321 =++ yuyuyu   1≤y . 

 Из этого условия получаем интегральное уравнение для функции ( )tσ : 
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
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=

∞

=n n
nnnn yHqyEgPyHA . (1.23) 

 Ядро этого уравнения такое же, как в работе  [1], поэтому  выписаны  только 
главные слагаемые,  несущие  особенности.  Выражение для гладкой  части  ядра 

( )tyM ,  не приводим. Функции ( )yEn  и ( )yHn  будут такими: 
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( ) ( )( ) .12,2 λ⋅λ⋅λ−λν−−λ⋅λλ=λ chyshychshychyR  

Остаётся удовлетворить краевому условию на границе круга. 
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Для этого интегральные слагаемые в решении u
r

 надо преобразовать к по-
лярной системе  координат ( )11,ϕρ . Этот переход можно сделать с помощью раз-
ложения  

,
!! 00

ϕ
∞

=

∞
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ziyx e
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затем приравнять проекции вектора u
r

 на орты 
1ρe

r
 ,

1ϕe
r

, после чего остаётся при-

равнять в полученных равенствах коэффициенты при тригонометрических функ-
циях угла 1ϕ . В результате чего найдем: 
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 (1.24) 

В этой системе  
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Выражений для ядер и коэффициентов матрицы выписывать не будем в 
силу громоздкости, а заметим лишь, что самые сложные из них выражаются не-
собственными интегралами от тригонометрических и гиперболических функций, 

умноженных на ( )λ∆−1 . Остальные вычисляются через элементарные функции. 

Проведём исследование особенности напряжения ( )yσ  в уравнении (1.23). 

Для этого отметим, что особенность в точке 1=y  может иметь вид ( ) µ−− y1 , где 
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10 <µ< . Последнее ограничение вытекает из условия конечности потенциальной 
энергии в полуполосе. 

Интегральное уравнение (1.23) можно преобразовать к виду 

( ) ( )
( )
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2

1

4

1

4

1

0
3
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tyty
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

+
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+
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−
χ⋅ϕ   (1.25) 

где ( ) ( ) ( ) −−σ=ϕ yftt ;1  непрерывная на [0.1] функция; ( ) µ−⋅ϕ tKt ~ .  

Вычисления интегралов даёт ( )0→y : 
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∫  

 Подстановка их в (1.25) даёт уравнение для µ : 

    ( ) ( ) ,0121cos 2
1 =µ−−λ+µ−π⋅χ    (1.26) 

которое с точностью до линейной замены s−=µ 1  совпадает с уравнением, по-
лученным в [1] другим методом. 
 Уравнение (1.26) при любом 10 << y  имеет действительный корень 

( )1,0∈µ . 

 Таким образом, напряжение ( )yx ,0σ  в крайних точках 1±=y  имеет интег-
рируемые особенности. Такой же вывод имеет место и для касательного напря-
жения ( )yxy ,0τ . 

 Для решения интегро-алгебраической системы (1.23), (1.24) интеграл в ней 
заменяют подходящей квадратурной формулой, учитывающей наличие особенно-
сти у неизвестной функции, и, таким образом, сводят её к алгебраической системе 
с бесконечным числом неизвестных. Последняя может быть решена методом усе-
чения. 

Постоянная 0u , которая войдёт в окончательное решение, находится из ус-

ловия равновесия полуполосы     ( )∫
−

=−σ
1

1

0Pdtt . 

2. Выводы 
1. Предложен метод решения задачи для упругой полуполосы с жестким 

круговым включением, расположенным на оси симметрии упругого тела. 
2. Задача сведена к интегро-алгебраической системе уравнений относи-

тельно нормального напряжения в заделке и коэффициентов рядов Фурье реше-
ния упругой задачи вне круга. 
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3. Строго доказано, что особенность нормальных и касательных напряже-
ний в угловых точках полуполосы с круговой неоднородностью такая же, как и в 
полосе без включения. 

4. Метод можно без существенных изменений применить к случаю кругового 
отверстия в полуполосе. 
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Пружна півсмуга, яку защімлено по торцю, з круговим отвором 
або жорстким круговим включенням 

 
 Запропоновано метод розв’язання задачі для пружної смуги з круговим жор-
стким включенням. Півсмугу закріплено  по торцю. В основу методу покладено 
формули взаємного перерозкладення розв’язків системи рівнянь Ламе в полярній і  
декартовій системах координат. Одержано інтегро-алгебраїчну систему рівнянь, 
яка дає можливість знайти невідомі коефіцієнти рядів і напруження на закріплено-
му торцi. Досліджено характер особливості нормального й дотичного напружень 
на торцi півсмуги. 

Ключові слова: півсмуга, включення, отвір, особливість напружень, інтег–
ро-алгебраїчна система. 
  

Fixed on the butt elastic half-strip with a circular hole or rigid 
circular inclusion 

 Method of solution of the problem for elastic fixed on the butt half-strip with a 
rigid circular inclusion is proposed. The method is based on the formulas of mutual re-
expansion of solutions of Lame system of equations in polar and Cartesian coordinates. 
An integro-algebraic equation system, which permits to find unknown coefficients of se-
ries and tension on the fixed edge, is obtained. The nature of the normal and tangent 
tensions on the butt of the half-strip is investigated. 

Keywords: half-strip, circular inclusion, hole, feature of tensions, integro-
algebraic system. 

 


