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 При решении смешанных задач теории упругости для полупространства 
(контактных задач) с успехом были использованы теоремы сложения [1 - 5]. В на-
стоящей статье дано решение смешанной задачи о системе круговых и полосовых 
непересекающихся трещин, расположенных в одной плоскости упругого однород-
ного пространства. При этом предполагается, что противоположные берега тре-
щин нагружены нормальными симметричными относительно плоскости трещины 
усилиями и между собой не взаимодействуют. Исследование этой задачи стало 
возможным благодаря новым теоремам сложения, полученным ранее авторами 
[5]. 
 Задача теории упругости для трещин нормального разрыва, лежащих в од-
ной плоскости, сводится [6] к смешанной задаче: в пространстве  найти убы-
вающее на бесконечности решение уравнения Лапласа, удовлетворяющее усло-
виям: 

+
3R

 
( ) ( ) ( ) ( ) ( )Syxyxpyxuz ∈⋅µ−ν=′ − ,,,10,, 1 ; (1) 

( ) ( ) ( )Syxyxu ∉= ,,00., , (2) 
 
где  - область расположения трещины на плоскости ( )S 0=z ;  - нагрузка 
её берегов;  - упругие постоянные. 

( yxp , )
µν,

 В рассматриваемом случае ( )S  представляет собой объединение конечной 
системы параллельных полос различной ширины и расположенных между ними 
конечного числа кругов различных радиусов. 
 Будем вначале рассматривать уравнение Лапласа в двух локальных систе-
мах координат ( ) ( 2,1,,, )=jzyx jjj , связанных с полосой и кругом. Эти системы 

сдвинуты на величину  по оси Ох так, что 12h 2121 xhx += . С первой системой 
 свяжем систему координат эллиптического цилиндра ( 111 ,, zyx ) ( );, 1,11 yθξ  

, 1111 cosθ⋅ξ⋅= chax 1111 sinθ⋅ξ⋅= shaz , π≤θ∞<ξ≤ 11 ,0 . Со второй системой 

 свяжем систему координат сжатого эллипсоида вращения ( 222 ,, zyx ) ( )222 ,, ϕθξ : 

22212 cossin ϕ⋅θ⋅ξ⋅= chcx , 22212 sinsin ϕ⋅θ⋅ξ⋅= chcy , 2212 cosθ⋅ξ⋅= shcz , 
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π≤ϕ≤π≤θ≤∞<ξ≤ 20,0,0 222 . 
 В этих формулах  и  - соответственно ширина полосы и радиус круга, 
причём . 

12a 1c
1211 hca >+

 Теоремы сложения, необходимые для решения поставленной задачи, име-
ют вид [5]: 
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где ( ) ( ) ( ) ( ) ( )qxSeqceqxCeqseqxGek nnnnn ,,,,,,,,, θθ  - функции Матье [7]; 

( ) ( )zQzP m
n

m
n ,  - функции Лежандра; 
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Сходимость ряда (3) имеет место при условии 12111 hccha <+ξ⋅ , а ряда   

(4) – при . Выражения для коэффициентов 12121 hachc <+ξ⋅ ( ) ( ) ,, ,,
m
nk

n
sm EK ( )m

nkF ,  этих 
разложений приведены в работе [5]. 
 Будем вначале рассматривать более простой вариант задачи:  - одна 
полоса и один круг. 

( )S

 Решение задачи, удовлетворяющее условию (2), ищем в виде 21 uuu += , 
где обозначены 
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( ) ( ) ( )11 , nmn ba µ  - неизвестные функции и коэффициенты, которые подлежат опреде-

лению из оставшихся краевых условий (1). 
 Условие (2) удовлетворяется автоматически из-за того, что вне полосы 

 или  и на этих лучах 0=θ π=θ1 ( ) ( ) 0,,0 =−π=− qseqse nn . Это же   условие   

удовлетворяется  и  вне  круга,  так  как  там 22
π=θ  и ( ) 0012 =++

m
mnP . 
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При достаточно общих условиях на функцию ( ) ( ) ( )yxpyxf ,1, 1 ⋅µ−ν= − , 
заданную на полосе и круге, можно записать разложения 
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 Коэффициенты  и ( )µα k nmβ  находим по формулам обращения этих рядов. 
 Теперь воспользуемся теоремами сложения (3), (4) для того, чтобы найти 
неизвестные величины разложений (5), (6) из (1). 
 В окрестности полосы  решение (6) запишем с помощью 
(4) в координатах эллиптического цилиндра 

00 0
11 >ε>ξ<ξ≤

( )111 ,, yθξ  и реализуем условие (1) на 
полосе . В результате использования разложения (7) получим связь между 

неизвестными 

01 =ξ
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nmb . Граничные условия на круге 02 =ξ  можно удовле-
творить, если решение (5) в окрестности диска 00 2 >δ≤ξ<  переписать с помо-
щью (3) в координатах эллипсоида ( )222 ,, ϕθξ  и воспользоваться разложением 
(8). Это приводит к равенствам 
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Равенства (9), (10) следует рассматривать как интегро-алгебраическую сис-

тему уравнений для определения неизвестных ( ) ( )µ1
nx  и ( )1

nmy . 
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Пусть ( ) ( ) ( ) ( )µµ 11 , nn zv  - чётная и нечётная часть функции ( ) ( )µ1
nx , а 

( ) ( ) ( ) ( )µδµγ 11 , kk  - чётная и нечётная часть функции ( ) ( )µα 1
n . Тогда, приравнивая 

чётные и нечётные функции в (9), от системы (9), (10) перейдём к системе 
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Разложим функции ( ) ( )xvs

1 ,   ( ) ( )xzs
1  по некоторой полной ортонормирован-

ной на  системе функций ( ∞,0 ) ( )xjϕ : 
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 Подставим разложения (14) в систему уравнений (11) – (13). В результате 
ортогонализации равенств, полученных из (11) – (12), приходим  к  совокупности  
трёх  бесконечных  систем уравнений относительно неизвестных ( )1
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где обозначены 
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 Доказано ( с помощью равенств Парсеваля, вытекающих из теорем сложе-
ния ), что система уравнений (15) является системой уравнений с вполне непре-
рывным оператором в гильбертовом пространстве сходящихся последовательно-
стей. К такой системе уравнений можно применить метод редукции, который схо-
дится к точному решению. 

Для решения задачи в случае нескольких параллельных полос и нескольких 
кругов следует дополнительно воспользоваться теоремами сложения для двух 
эллиптических цилиндров [1] и двух эллипсоидов вращения [3,4]. В результате 
применения изложенного метода получим совокупность  бесконечных 
систем вида (15), где  – число круговых щелей,  – число полосовых щелей. 

21 2NN +

1N 2N
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