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РЕЗУЛЬТАТИ ПРОЕКТУВАННЯ НАДЗВУКОВОГО СОПЛА  

З ПОДВІЙНИМ РОЗШИРЕННЯМ ДЛЯ РІДИННОГО  

РАКЕТНОГО ДВИГУНА ПЕРШОГО СТУПЕНЯ  

МЕТОДАМИ ОБЧИСЛЮВАЛЬНОГО АНАЛІЗУ 
 

Предметом вивчення в статті є надзвукові сопла з подвійним розширенням рідинних ракетних двигунів. 
Метою є проєктування надзвукового сопла з подвійним розширенням , яке буде забезпечувати максима-

льну тягу, для рідинного ракетного двигуна першого ступеня шляхом розв’язку задачі оптимізації з ви-

користанням методів чисельного моделювання. Завдання: за відомою траєкторію польоту ракети-но-

сія обрати розрахункові тиски на зрізі кожної частини сопла з подвійним розширенням; поставити та 

розв’язати задачу оптимізації контуру сопла з подвійним розширенням; оцінити вплив застосування 

сопла з подвійним розширенням на ефективність роботи ракетного двигуна на рідкому паливі. Викори-

стовуваними методами є: чисельні методи розв’язку гіперболічної системи нестаціонарних рівнянь га-

зової динаміки; методи розв’язку задач багатовимірної мінімізації. Отримані такі результати.  Вико-

нана постановка та розв’язання задачі оптимізації контуру надзвукового сопла з подвійним розширен-

ням з урахуванням конструктивних обмежень у вигляді фіксованої довжини сопла. Шляхом аналізу тра-

єкторії польоту першого ступеня ракети-носія було отримане перше наближення контуру сопла. Для 
подальших розрахунків обидві його секції були апроксимовані параболами, коефіцієнти яких разом із до-

вжинами секцій утворювали вектор параметрів, що оптимізувалися. У якості цільової функції для 

розв’язку задачі мінімізації використовувався вираз для осьової складової тяги з протилежним знаком. 

В результаті розв’язку задачі оптимізації був спроєктований контур сопла з подвійним розширенням, 

який забезпечуватиме максимальну тягу. Також була виконана оцінка ефективності його роботи. Роз-

раховане значення середнього за траєкторією питомого імпульсу при застосуванні сопла з подвійним 

розширенням виявилось вищим на 1,6%, ніж при використанні стандартного сопла. Висновки. Наукова 

новизна отриманих результатів полягає в наступному: проєктування контуру сопла з подвійним розши-

ренням було здійснено шляхом розв’язку задачі багатовимірної оптимізації з урахуванням конструкти-

вних обмежень та при застосуванні методів обчислювального аналізу.  

 

Ключові слова: надзвукове сопло з подвійним розширенням; рідинний ракетний двигун; оптимізація со-
пел. 

 

Вступ 
 

Сопла з подвійним розширенням використову-

ються у ракетних двигунах з метою подолання про-

блем, пов’язаних зі зміною тиску навколишнього се-

редовища під час польоту ракети. Їхнє застосування 

дозволяє збільшити ефективність роботи ракетного 

двигуна. Так у [1] було встановлено, що сопло з по-

двійним розширенням дозволяє на 12% збільшити 

масу корисного вантажу у порівнянні зі звичайним 

соплом з тією ж величиною геометричного ступеня 

розширення.  

Типовий контур сопла з подвійним розширен-

ням складається з двох різних контурів, які з’єднанні 

між собою у точці зламу [2]. Кожна з секцій профі-

люється на певне значення атмосферного тиску з ме-

тою збереження ефективності роботи при зміні ви-

соти польоту. Для проєктування або використовують 

метод характеристик [3], або апроксимують секцій 

контуру декількома степеневими поліномами [4], ви-

ходячи з певних рекомендацій. Крім цього, існують 

певні спроби модифікації цих методів. Так у дослі-

дженні [5]  автори фокусувалися на максимізації тяги 

сопла, а у роботі [6] сопло проєктувалося з конструк-

тивним обмеженням по його повній довжині. 

Сучасний стан питання проєктування контурів 

надзвукових сопел з подвійним розширенням свід-

чить про обмеженість існуючих методів проєкту-

вання. Їхніми основними недоліками є складність 

отримання контуру сопла, який забезпечуватиме ма-

ксимальну тягу, або в їхній алгоритм неможливо вве-

сти конструктивні обмеження. У результаті це приз-

водить до зменшення ефективності роботи спроекто-

ваних сопл або зниженню універсальності алгоритму 

проєктування.  

Таким чином, метою цього дослідження є засто-

сування такого методу, який дозволить спроєктувати 
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сопло з подвійним розширенням, що буде забезпечу-

вати максимальну тягу при певних конструктивних 

обмеженнях. 

 

1. Постановка задачі 
 

Проєктування сопла з подвійним розширенням 

здійснювалось за допомогою розв’язку задачі опти-

мізації з використанням методу чисельного моделю-

вання течії продуктів згоряння у соплі для визна-

чення їх вихідних параметрів. 

Для цього необхідно було виконати такі задачі: 

– за відомою траєкторію польоту ракети-носія 

обрати розрахункові тиски на зрізі кожної частини 

сопла з подвійним розширенням; 

– поставити та розв’язати задачу оптимізації 

контуру сопла з подвійним розширенням; 

– оцінити вплив застосування сопла з подвій-

ним розширенням на ефективність роботи ракетного 

двигуна на рідкому паливі. 

 

2. Матеріали і методи дослідження 
 

Для опису процесу течії продуктів згоряння ви-

користовувалася математична модель нев'язкого іде-

ального стисливого газу постійного хімічного 

складу. Згідно з попередніми дослідженнями [7] рів-

няння моделі були записані в інтегральній формі для 

циліндричної системи координат з осьовою симет-

рією. Постановка начальних та граничних умов та-

кож здійснювалась згідно з [7]. 

Чисельний розв'язок системи рівнянь математи-

чної моделі здійснювався за допомогою метода скін-

ченних об’ємів типу Годунова [8]. Для цього розра-

хункова область, зображена на рис. 1, покривалась 

прямокутною у площині (R0x) сіткою з кроком 

2,5 мм уздовж радіального та осьового напрямків. 

Для розв’язку проблеми дробових об’ємів, яка 

виникає при застосування прямокутних сіток на  

криволінійний геометрії, використовувався метод 

розширених об’ємів [7, 9]. 

З метою пришвидшення процесу моделювання 

для чисельного інтегрування рівнянь математичної 

моделі використовувався явний метод Ейлера, а для 

реконструкції параметрів потоку на гранях скінчен-

них об’ємів – алгоритм першого порядку точно-

сті [8]. Задача Рімана розв’язувалася за співвідно-

шеннями Лакса-Фрідріхса [10].  

Чисельне моделювання течії продуктів згоряння 

у камері рідинного ракетного двигуна здійснювалось 

у програмі, написаній на мові С++ у інтегрованому 

середовищі розробки Qt Creator (Фінляндія).   

Алгоритми координатного спуску та золотого 

перерізу [11] використовувалися для визначення оп-

тимальних значень для набору параметрів, що визна-

чають контур сопла з подвійним розширенням. По-

шук оптимальних значень параметрів вважався заве-

ршеним, коли модуль зміни кожного з них не переви-

щував заданої величини – 10-5.  

 

3. Результати дослідження 
 

3.1. Вибір розрахункових тисків  

на зрізі секцій сопла 
 

У роботі було спроектовано сопло з подвійним 

розширенням для рідинного ракетного двигуна РД-

107 першого ступеня ракети-носія, характеристики 

якого загальновідомі. На рис. 2 зображений графік 

зміни висоти над рівнем моря при польоті першого 

ступеню ракети-носія [12]. Відомо, що сопло забез-

печує максимальну тягу, коли працює на розрахунко-

вому режимі, тобто коли тиск на зрізі сопла дорівнює 

тиску навколишнього середовища. З тієї причини що 

сопло з подвійним розширенням складається із двох 

частин, для кожної з них було обране окреме розра-

хункове значення тиску. При цьому це було зроблено 

 

 

 
 

Рис. 1. Схема розрахункової області 
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Рис. 2. Зміна висоти над рівнем моря під час польоту 

 

таким чином, щоб протягом польоту і зміни тиску на-

вколишнього середовища сопло якнайдовше працю-

вало у режимах, близьких до розрахункових, забезпе-

чуючи тягу близьку до максимальної. 

Для визначення тисків на зрізі кожної частини 

був побудований графік зміни тиску навколишнього 

середовища відповідно до зміни висоти польоту  

(рис. 3). Він був отриманий шляхом застосування 

співвідношень стандартної атмосфери [13] до зна-

чень з графіку на рис. 2. 

Згідно з рис. 3 час роботи двигуна був розділе-

ний на два рівних проміжки: 0–60 с. та 60–112 с. Для 

кожного з них був визначений середній інтегральний 

тиск навколишнього середовища. Отримані значення 

використовувались у якості розрахункових для кож-

ної частини сопла з подвійним розширенням. 

Таким чином початковий контур першої час-

тини сопла з подвійним розширенням був спроекто-

ваний на тиск 68700 Па, а другий – 9200 Па. Отримані 

значення радіусів контуру були уточнені під час роз-

в'язку задачі оптимізації. 

3.2. Постановка задачі оптимізації 

 

Отримання контуру надзвукової частини сопла 

з подвійним розширенням виконувалось шляхом 

розв’язання задачі мінімізації для цільової функції 

виду (1): 

 

    f P y x min,  X                  (1) 

 

де f – цільова функція;  

X – вектор параметрів, що оптимізуються;  

P – модуль осьової складової тяги;  

y(x) – точний контур, що шукається;  

x – координата уздовж осі сопла. 

Вираз для модуля осьової складової тяги (2) був 

отриманий згідно з [14] для схеми сопла, зображеної 

на рис. 4, але без явного врахування конструктивних 

обмежень. Вони були враховані на етапі введення рі-

внянь-зв’язків. 

 

 
 

Рис. 3. Зміна атмосферного тиску під час польоту 
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Рис. 4. Схема сопла з подвійним розширенням 

 
 

    
b b e

b

l l l

1 2

0 l

P
p 1 p ydy p p ydy,

2



    
       (2) 

 

де P – загальна тяга сопла з подвійним розширенням;  

p – тиск продуктів згоряння всередині сопла; 

α – коєфіцієнт, що дорівнює 0 на першому режимі 

роботи и 1 – на другому; 

y – точний контур сопла; 

lb, le – довжини першої та другої частин сопла; 

p1, p2 – тиски навколишнього середовища на пер-

шому та другому режимах роботи відповідно. 

Для розв'язку поставленої задачі точний контур 

сопла з подвійним розширенням апроксимувався 

двома параболами: 

 

   i i b ey x R a ,c ,l , l ,  

(3) 

 

 

 

2
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b i b i
i 0

b
i i b e 2

i
e i b e i

i 0

b b e

R a , l a x ,

        якщо 0 x l ;
R a ,c , l , l

R c , l , l c x ,

       якщо l x l l ;









  

 




   





 

 

де R(ai, ci, lb, le) – функція, що апроксимує точний ко-

нтур;  

Rb, Re – параболи, що апроксимують першу та 

другу частину контуру відповідно;  

аi, сi – коефіцієнти поліномів, що апроксимують 

першу та другу частини контуру відповідно. 

З урахуванням (3) був складений вектор параме-

трів, що оптимізувалися: 

 

0 1 2 0 1 2 b e(a ,a ,a ,c ,c ,c , l , l ).X               (4) 

 

У задачі, що розв’язувалася, контур сопла  

проєктувався для існуючого двигуна з відомими габа-

ритами камери: радіусом критичного перерізу та по-

вною довжиною сопла. Також була врахована умова 

рівності радіусів обох частин контуру в точці зламу. 

Це дозволило ввести три рівняння-зв’язків для змен-

шення кількості параметрів, що оптимізувалися. 

 

b b

*
b x 0

b ex l x l

b e

R r ,

R R ,

L l l ,



 

 






 

                     (5) 

 

де r* – радіус критичного перерізу;  

L – повна довжина сопла. 

Після розв’язання (5) відносно перших коефіці-

єнтів обох поліномів а0, c0, й довжини другої частини 

le та підстановки результату у (4), то вектор парамет-

рів, що оптимізувалися, прийняв вигляд:  

 

1 2 1 2 b(a ,a ,c ,c , l ).X                       (6) 

 

Використання зв’язків (7) поліномів, що апрок-

симують контур, з геометричними характеристиками 

сопла дало можливість використовувати останні для 

визначення невідомих параметрів а1, a2 c1, c2. 

 

b

b

b

b e

b
b

x l

b bx l

e
e

x l

e ex l l

dR
tan ,

dx

R r ,

dR
tan ,

dx

R r ,







 


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




  


 


                      (7) 

 

де θ – кут нахилу контуру до осі сопла на вході в від-

повідну секцію сопла; 

r – радіус сопла на виході з відповідної секції со-

пла; 

b, e – нижні індекси, які позначають першу та 

другу секції. 
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Також це дозволило зменшити об’єм розрахун-

ків, завдяки додатковим конструктивним обмежен-

ням (8), що накладалися на геометричні параметри 

контуру:  
 

min max
b b b

min max
b b b

min max
e e e

min max
e e e

,

r r r ,

,

r r r ,

    

  

    


 

                        (8) 

 

де верхні індекси min, max позначають мінімальне та 

максимальне можливе значення параметру. 

Отже, для отримання контуру сопла з подвійним 

розширенням необхідно було з урахуванням обме-

жень (8) та зв’язків (5) отримати оптимальні значення 

невідомих параметрів (6), за яких цільова функція (1) 

досягає мінімуму.  

Оцінка ефективності сопла  

з подвійним розширенням 

 

У результаті розв’язку задачі оптимізації був 

отриманий контур сопла з подвійним розширенням. 

Він зображений на рис. 5 разом із контуром базового 

сопла двигуна РД107 [15]. 

З метою порівняння ефективності роботи дви-

гуна з соплом з подвійним розширенням та двигуна з 

стандартним соплом був проведений розрахунок 

зміни тяги під час польоту. Для цього уздовж траєк-

торії було обрано 10 точок з рівним часовим проміж-

ком. Для кожної з них було розраховано значення ат-

мосферного тиску та проведене чисельне моделю-

вання з метою визначення величини тяги. Отримані 

результати зображені на рис. 6. 

 

 
Рис. 5. Порівняння контурів сопл: 

1 – сопло з подвійним розширенням; 2 – стандартне сопло двигуна РД107 
 

 
Рис. 6. Порівняння результатів розрахунку тяги двигуна уздовж траєкторії: 

■ – значення, отримані при застосуванні сопла з подвійним розширенням;  

● – значення, отримані при застосуванні стандартного сопла 
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Кількісне порівняння ефективності роботи дви-

гуна з обома типами сопел було виконано шляхом ро-

зрахунку середнього питомого імпульсу [16] уздовж 

траєкторії за формулою (9).  

 

п

Pdt
I ,

mdt




                              (9) 

 

де Iп – середній за траєкторією питомий імпульс;  

P – тяга;  

ṁ – масова витрата через критичний переріз со-

пла.  

 

Таблиця 1 

Середній питомий імпульс за траєкторією 

Тип сопла 
Середній питомий 

імпульс, [м/с] 

З подвійним розширенням 3184 

Стандартне 3133 

 

З табл. 1 видно, що застосування сопла з подвій-

ним розширенням дало можливість збільшити пито-

мий імпульс на 1,6%.  

 

4. Обговорення результатів 
 

Відмінності розглянутого методу проєктування 

від існуючих [5, 6] полягають у наступному: 

–  проєктування сопла з подвійним розширен-

ням здійснювалось одночасно з урахуванням конс-

труктивного обмеження у вигляді фіксованої дов-

жини контуру та з метою отримання конструкції, що 

забезпечуватиме максимальну тягу; 

– використання методів скінченних та розши-

рених об'ємів для моделювання течії продуктів зго-

ряння у камері двигуна. Це дозволило зменшити час 

розв’язання задачі проєктування, знизити чутливість 

розрахунку до початкових та граничних умов та здій-

снювати рішення навіть у разі наявності у розрахун-

ковій області ударних хвиль. 

При постановці задачі оптимізації для апрокси-

мації контуру секцій сопла використовувалися пара-

боли з метою зменшення кількості невідомих пара-

метрів, що оптимізувалися. Цьому також сприяло 

введення конструктивного обмеження у вигляді фік-

сованої довжини сопла, що видно зі співвідношень 

(4) – (6). Тому при введенні додаткових конструкти-

вних обмежень необхідно звертати увагу на те, щоб 

задача оптимізації залишалась коректно поставле-

ною – кількість невідомих параметрів має залиша-

тися більшою, аніж кількість обмежень, виражених у 

рівняннях-зв’язку.  

Застосування сопла з подвійним розширенням,  

спроєктованого розглянутим методом, призвело до 

збільшення середнього за траєкторією питомого ім-

пульсу на 1,6%. Це обумовлюється можливістю кон-

струкції ефективніше адаптуватися до зміни тиску 

навколишнього середовища за рахунок спеціально 

спрофільованого контуру, отриманого шляхом 

розв’язку оптимізаційної задачі.  

Необхідно зазначити, що у розглянутому дослі-

дженні контур сопла був спроєктований в припу-

щенні про постійність хімічного складу продуктів 

згоряння та осьову симетрію їхнього потоку. Тому 

результати, отриманих при використанні розгляну-

того методу, є коректними лише при умові дійсності 

цих припущень. 

 

Висновки 
 

У роботі для рідинного ракетного двигуна пер-

шого ступеня було спроєктовано сопло з подвійним 

розширенням, що забезпечує максимальну тягу.  

1. Проведено аналіз траєкторії польоту пер-

шого ступеня. Він дозволив отримати значення тис-

ків на зрізі кожної секції сопла таким чином, щоб 

двигун працював якнайдовше у режимі близькому до 

розрахункового.  

2. Виконані постановка та розв’язання задачі 

оптимізації контуру надзвукового сопла. Для цього 

обидві його секції були апроксимовані параболами, 

коефіцієнти яких разом із довжинами секцій утворю-

вали вектор параметрів, що оптимізувалися. У якості 

цільової функції для розв’язку задачі мінімізації ви-

користовувався вираз для осьової складової тяги з 

протилежним знаком. 

3. Виконана оцінка ефективності роботи спро-

ектованого сопла з подвійним розширенням. Розра-

ховане значення середнього за траєкторією питомого 

імпульсу при застосуванні сопла з подвійним розши-

ренням виявилось вищим на 1,6%, ніж при викорис-

танні стандартного сопла.  

Наступні дослідження планується здійснювати 

у напрямках використання поліномів вищого сту-

пеню для апроксимації секцій сопла, введення дода-

ткових конструктивних обмежень та зміни виду ці-

льової функції з метою урахування зміни маси сопла. 
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DESIGN RESULTS OF A SUPERSONIC NOZZLE WITH DOUBLE EXPANSION  

FOR A FIRST STAGE LIQUID ROCKET ENGINE  

USING COMPUTER ANALYSIS METHODS 

Ivan Dubrovskyi 

The subject of this study is dual-bell supersonic nozzles of liquid rocket engines. The goal is to design a dual-

bell supersonic nozzle that will provide maximum thrust for a liquid rocket engine in the first stage of a launch vehicle 

by solving an optimization problem using numerical simulation methods. The goal of the study is to choose the exit 

pressures of each part of the dual-bell nozzle based on the known flight trajectory of the launch vehicle, set and solve 

the problem of optimizing the dual-bell nozzle contour, and assess the impact of the use of a dual-bell nozzle on the 

efficiency of a liquid-propellant rocket engine. The methods used are: numerical methods for solving the hyperbolic 

system of unsteady equations of gas dynamics and multidimensional minimization problems. The following results 

were obtained. The formulation and solution of the optimization problem of the contour of a dual-bell supersonic 

nozzle, considering the design limitations in the form of a fixed length of the nozzle, is carried out. By analyzing the 
flight path of the first stage of the launch vehicle, a first approximation of the nozzle contour was obtained. For further 

calculations, both sections were approximated by parabolas, the coefficients of which, together with the lengths of the 

sections, formed a vector of optimized parameters. An expression for the axial component of thrust with the opposite 

sign was used as the objective function to solve the minimization problem. Because of solving the optimization prob-

lem, a dual-bell nozzle contour was designed to provide maximum thrust. An assessment of the effectiveness of his 

work was also conducted. The calculated value of the average along the trajectory of the specific impulse when using 

a dual-bell nozzle was higher by 1.6% than when using a standard nozzle. Conclusions. The scientific novelty of the 

obtained results is as follows: the design of the dual-bell nozzle contour was performed by solving the problem of 

multidimensional optimization, taking into account the design constraints, and using computational analysis methods.  

Keywords: dual-bell nozzle; liquid-propellant rocket engine; nozzle optimization. 
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