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ФОРМУВАННЯ МАТЕМАТИЧНОЇ МОДЕЛІ ТУРБОВАЛЬНОГО ДВИГУНА 
 

Предметом дослідження є процес формування математичних моделей (ММ) турбовального газотур-
бінного двигуна й дводвигунової силової установки вертольота, які забезпечують визначення парамет-

рів робочого процесу на усталених і перехідних робочих режимах для використання при оцінюванні ди-

намічних характеристик, при аналізі й синтезі систем автоматичного керування двигуном і вертольо-

том. Метою є обґрунтування структури й методики формування ММ, призначеної для використання в 

системах реального й прискореного масштабу часу. Задачі: реалізація запропонованої раніше струк-

тури ММ з урахуванням особливостей турбовального двигуна, розробка методики визначення коефіціє-

нтів ММ на основі відомої інформації про статичні й динамічні властивості двигуна, формування стру-

ктури ММ дводвигунової силової установки вертольота. Для цього використовуються методи теорії 

повітряно-реактивних двигунів і теорії лінійних динамічних систем. Отримано наступні результати: 

сформовано структуру багаторежимної швидкодійної ММ турбовального двигуна й дводвигунової си-

лової установки, виконано тестування. Наукова й практична новизна отриманих результатів полягає 
в наступному: сформовано структуру багаторежимної лінеаризованої ММ турбовального двигуна, яка 

складається зі статичної й динамічної підмоделей, реалізованих у зведених параметрах; методику мо-

делювання відпрацьовано на спрощеній моделі, складеній із урахуванням експертної інформації про ста-

тичні й динамічні властивості двигуна в області розрахункового режиму; Отримано формули, які 

пов’язують коефіцієнти лінійної динамічної моделі зі значеннями сталих часу роторів і значеннями чу-

тливостей, отриманими зі статичних характеристик; визначено перехідні характеристики двигуна за 

зміною витрати палива й потужності навантаження, що відповідають фізичним уявленням про двигун; 

сформовано методику моделювання й структуру ММ дводвигунової силової установки, яка відрізня-

ється сполученням індивідуальних статичних і лінійних динамічних моделей двох двигунів з єдиною нелі-

нійною динамічною моделлю ротора вертольота; запропоновано необхідну для відлагодження ММ си-

лової установки спрощена ММ навантаження, яка забезпечує розрахунок потужності, що спожива-

ється ротором, залежно від кутового положення лопатей. 
 

Ключові слова: турбовальний газотурбінний двигун; силова установка вертольота; динамічна матема-

тична модель. 

 

Вступ 

 

Розробка сучасних цифрових систем автоматич-

ного керування основана на застосуванні математич-

них моделей (ММ), які використовуються на всіх ета-

пах життєвого циклу – від проєктування до експлуа-

тації [1, 2]. Ряд важливих задач вирішується за допо-

могою математичних моделей силової установки, які 

моделюють роботу двигунів у складі системи автома-

тичного керування (САК). Стосовно дводвигунової 

силової установки вертольота це означає, що ММ має 

містити підмоделі двигунів, а також вимірювальних, 

керуючих і виконавчих пристроїв.  

Ці моделі забезпечують розв’язання наступних 

задач: 

– перевірка працездатності й синтез програм ре-

гулювання двигуна на етапі формування технічного 

завдання на САК; 

– синтез контурів регулювання двигуна з ураху-

ванням їх взаємодії на етапі проєктування регуля-

тора; 

– визначення динамічних характеристик дви-

гуна в складі САК; 

– супровід стендових і льотних випробувань, а 

також експлуатації САК двигуна; 

– моделювання силової установки при синтезі й 

аналізі САК вертольота; 

– моделювання силової установки на тренажері 

вертольота. 

Відомі нечисленні публікації про роботи, в яких 

використовуються такі ММ [3-5]. Однак вони не міс-

тять детальної інформації, достатньої для форму-

вання моделі довільної силової установки із зада-

ними характеристиками. 

 С. В. Єпіфанов, О. В. Бондаренко, 2023 
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У цій роботі розглянуто задачу формування ММ 

дводвигунової силової установки вертольоту і її про-

грамна реалізація, що забезпечує можливість засто-

сування в системах реального часу. 

 

1. Формування структури моделі  

автономного двигуна 
 

Розглянемо турбовальний двигун (ТВаД) з од-

новальним турбокомпресором, схема й параметри 

якого представлено на рис. 1. 

 

 
 

Рис. 1. Схема ТВаД 
 

Таким чином, вектори вхідних і вихідних пара-

метрів мають вигляд 

T
* *

п РНА КПП вх вх пнавU= G N φ i p T M 
 

; 

T
* *

ТК СТ К ТК СТZ= n n p T N 
 

, 

де Gп – витрата палива; навN  – потужність наван-

таження; РНАφ  – кутове положення регульованого 

напрямного апарата компресора високого тиску 

(КВТ); КППi  – положення клапана перепускання по-

вітря КВТ; *
вхp , *

вхT  – тиск і температура гальму-

вання на вході до двигуна; пM  – число Маха по-

льоту; ТКn , СТn  – частоти обертання роторів турбо-

компресора й силової турбіни; *
Кp  – тиск на виході з 

компресора; *
ТКT  – температура на виході з турбіни 

компресора; СТN  – потужність силової турбіни. 

У роботі [6] нами сформульовано вимоги до ди-

намічних ММ двигунів. Одними з найважливіших 

вимог є простота й висока обчислювальна ефектив-

ність, яка забезпечує можливість реалізації в реаль-

ному й прискореному масштабі часу. В цій же роботі 

запропоновано структуру моделі двигуна, яка скла-

дається зі статичної й динамічної підмоделей, і обґру-

нтовано їх конкретну реалізацію для двовалового 

турбореактивного двигуна. 

Зважаючи на основні рекомендації [6], сформу-

ємо ММ турбовального двигуна. При цьому необхі-

дно урахувати основну відмінність ТВаД – він має 

два ступеня свободи, тобто є два параметри, що ви-

значають режим роботи: параметр режиму газогене-

ратора й параметр режиму силової турбіни. 

Відповідно до зазначених рекомендацій, ММ 

реалізується в формі комбінації нелінійної статичної  

моделі, яка апроксимує статичні характеристики дви-

гуна, й динамічної моделі, яка описує відхилення па-

раметрів від статичних значень. Динамічна модель є 

лінійною за структурою й представлена як система 

рівнянь у просторі станів. Але коефіцієнти цієї мо-

делі залежать від параметрів, які визначають умови 

роботи двигуна, що визначає нелінійність цієї моделі.  

Таким чином, параметри двигуна Z , що моде-

люються, представляються як сума статичної стZ  й 

динамічної ΔZ  складових: 

 

стZ=Z +ΔZ .                              (1) 

 

Статична складова моделюється як 

 

стZ =F(U) ,                               (2) 

 

де U  – вектор вхідних параметрів, до яких належать 

керувальні й збурювальні впливи, а також параметри 

польотних умов. 

Динамічна складова представляється як комбі-

нація параметрів стану ΔX  і додаткових параметрів 

ΔY : 
ΔX

ΔZ=
ΔY

 
 
 

 і є розв’язком наступної системи рі-

внянь: 

 

X=AΔX+BΔU;

ΔY=CΔX+DΔU,
                        (3) 

 

де A, B, C, D – матриці, які залежать від режиму 

роботи двигуна й зовнішніх умов; 

T

ТК СТX= n n 
  ; 

T
* *
К ТК СТY= p T N 

 
. 

Структуру математичної моделі, сформована 

згідно з методикою, викладеною в роботі авторів [6], 

представлено на рис. 2. Як видно, статичні характе-

ристики й коефіцієнти лінійної динамічної моделі 

(ЛДМ) представлено в зведених параметрах у вигляді 

функцій, аргументами яких є зведені частоти обер-

тання. Ці функції задано на окремих ділянках харак-

теристики. Кожна ділянка має номер Nд і визнача-

ється положенням клапанів перепускання повітря з 

компресора (КПП) й станом регульованих напрям-

них апаратів компресора (РНА) (фіксоване мініма-
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льне чи максимальне положення, або ділянка регу-

лювання в залежності від зведеної частоти обертання 

ротора турбокомпресора). 

Значення відхилень параметрів керування ΔU  

визначаються як п п п стΔG =G -G ; СТ навΔN=N -N . 

 

 
 

Рис. 2. Структура математичної моделі 

 

Відхилення частот обертання ΔX  не використо-

вуються в блоці визначення правих частин системи 

рівнянь (3), тому що вони дорівнюють нулю внаслі-

док того, що частоти обертання використовуються як 

аргументи статичної моделі, і тому динамічні зна-

чення частот обертання не відрізняються від статич-

них. 

 

2. Відпрацювання методики  

моделювання на спрощеній моделі 
 

Методику моделювання відпрацьовано на спро-

щеній моделі. Розглянуто один двигун. Приймалося, 

що його характеристики мають тільки одну ділянку 

(яка, наприклад, відповідає закритим КПП і регульо-

ваному РНА). Розглянуто постійні зовнішні умови, 

що відповідають параметрам стандартної атмосфери. 

 

2.1. Статична підмодель 

 

Статична підмодель розраховує значення ви-

трати палива, температури газу, тиску за компресо-

ром і крутильного моменту силової турбіни МСТ на 

усталених режимах роботи двигуна. В її основі – ста-

тичні характеристики. Вони є гранично простими, як 

показано на рис. 3. Для моделювання характеристики 

потужності використовується представлена на 

рис. 3, г характеристика крутильного моменту. 

 

 
 

а     б 

 

 
 

в     г 

 

Рис. 3. Графіки, що представляють статичну модель 

 

Таким чином, статичні значення параметрів 

двигуна визначаються наступними формулами: 

 

п ст ТКG  = 6 n , кг/год; 
*
ТК ст ТКT  = 8 n , ОС;  

*
К ст ТКp  = 10 n , кПа;  

СТ ст ТК СТ СТN  = (0.25 n 0.1 n ) n    , кВт.      (4) 

 

2.2. Динамічна підмодель 

 

Динамічна підмодель реалізує лінійну динамі-

чну модель двигуна у відхиленнях. Вхідними параме-

трами є відхилення від статичних значень витрати па-

лива й потужності, а вихідними параметрами – прис-

корення роторів, а також відхилення від статичних 

значень температури й потужності силової турбіни. 

Система рівнянь (3) має наступний вигляд: 

 

ТК 11 ТК 11 пn  = a Δn  + b ΔG  ;                (5) 

СТ 21 ТК 22 СТ 21 п 22n  = a Δn  + a Δn  + b ΔG  + b ΔN    ; 

(6) 
*
К 11 ТК 1 пΔp  = c Δn  + d ΔG  ;                 (7) 
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*
ТК 21 ТК 2 пΔT  = c Δn  + d ΔG  ;                (8) 

СТ 31 ТК 32 СТ 3 пΔN  = c Δn  + c Δn  + d ΔG   .     (9) 

 

Частоти обертання роторів використовуються 

як аргументи статичної моделі. Тому відхилення цих 

параметрів від статичних значень дорівнюють нулю, 

і рівняння (5)-(9) спрощуються: 

 

ТК 11 пn  = b ΔG ;                        (10) 

СТ 21 п 22n  = b ΔG  + b ΔN  ;              (11) 

*
К 1 пΔp  =  d ΔG ;                        (12) 

*
ТК 2 пΔT  =  d ΔG ;                       (13) 

СТ 3 пΔN  = d ΔG .                        (14) 

 

Приймемо значення сталої часу ротора турбоко-

мпресора ТКτ  рівним 1 с. Зі статичних характерис-

тик, представлених на рис. 3, а, б, виходить, що кое-

фіцієнти підсилення по витраті палива для частот 

обертання ротора турбокомпресора, тиску й темпера-

тури газу складають: 

 

п

G п
n ТК

G п
p К

о
G
T ТК

1 %
K  =  ;  

6 кг/год

5 кПа
K  =  ;  

3 кг/год

4 С
K  =  .

3 кг/год

 

 

Відхилення витрати палива є єдиним парамет-

ром, який впливає на значення відхилення частоти 

обертання ротора турбокомпресора після закінчення 

перехідного процесу, коли прискорення ротора стає 

рівним нулю. Коефіцієнт а11 рівняння (5) має зна-

чення, обернене значенню сталої часу ротора. Тому 

коефіцієнт b11 рівнянь (5), (10) дорівнює коефіцієнту 

підсилення по витраті палива, поділеному на сталу 

часу ротора: 
 

G п
n ТК

11
ТК

1K 1 %6b  =  =   =  
τ 1 6 кг/год

. 

 

Як видно з (8), на значення відхилення тиску на 

виході з компресора й температури на виході з тур-

біни компресора мають вплив відхилення частоти 

обертання й витрати палива. Тому зі статичних хара-

ктеристик двигуна ми можемо лише знайти зв’язок 

між коефіцієнтами рівнянь (7) і (8): 

G п G п
11 1n ТК p Кс  K  + d = K ; 

G п G п
21 2n ТК Т ТКс  K  + d = K . (15) 

 

Приймемо с11 = 1, d1 = 1.5; с21 = 2, d2 = 1; ці зна-

чення задовольняють умову (15), такому що 

1 3 5
1   + = 

6 2 3
 ; 

1 4
2   + 1= 

6 3
 . 

Визначимо значення коефіцієнтів рівняння (9) 

для відхилення потужності силової турбіни. Будемо 

вважати, що потужність СТ визначається головним 

чином витратою палива (тобто виділенням енергії 

при згорянні палива), а частота обертання ротора ві-

льної турбіни впливає на ККД силової турбіни і, як 

результат, на значення її потужності. Тоді вплив час-

тоти обертання ротора турбокомпресора є відсутнім: 

c31 = 0. 

Для визначення останніх коефіцієнтів рівняння 

(9) використаємо статичну модель потужності 

СТ ст ТК ст СТ стN =f(n , n ) . Тоді 

 

СТ ст
32 ТК СТ

СТ

N
с  =  = 0.25 n   0.2 n

n


  


.     (16) 

СТ ст СТ ст ТК ст
3

п ТК ст п

СТ СТ

N N n
d  =  =  = 

G n G

1 1
       =0.25 n   n .

6 24

  

  

   

        (17) 

 

Для спрощення не будемо ураховувати залеж-

ність коефіцієнтів динамічної моделі від режиму ро-

боти двигуна й визначимо їх значення для базового 

режиму: підставимо у вирази (16) и (17) 

nТК зв=nСТ зв=100. Отримаємо: с32 = 5; d3 = 
25

3
.  

 

2.3. Отримання й аналіз рівняння динаміки 

 ротора силової турбіни 

 

Для визначення коефіцієнтів рівняння (6) необ-

хідно скористатися наявною інформацією про зна-

чення сталої часу ротора СТ, а також про статичну 

характеристику, яка пов’язує частоту обертання ро-

тора СТ з витратою палива й потужністю. Запишемо 

рівняння динаміки ротора СТ: 

 

СТ
СТ СТ нав

dω
J =M M

dt
 , 

 

де JСТ, СТ – момент інерції й кутова частота обер-

тання ротора СТ. 

Наведена на рис. 3, г зовнішня характеристика 

двигуна – статична. На усталених режимах кожному 

значенню витрати палива відповідає певне значення 

частоти обертання ротора ТК – вони взаємопов’язані. 
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Однак на перехідних режимах цей взаємозв’язок по-

рушується, і робота СТ залежить від витрати газу, ти-

ску й температури на вході. 

Тиск і витрата газу визначаються перш за все ча-

стотою обертання ротора турбокомпресора, тому що 

вона впливає на параметри компресора. А темпера-

тура визначається перш за все витратою палива. 

Тому на перехідних режимах необхідно ураховувати 

залежність моменту СТ і від витрати палива, і від ча-

стоти обертання ротора турбокомпресора, як від не-

залежних факторів: 

 

СТ СТ п ТКM =f( n , G , n ) . 

 

Лінеаризуємо рівняння динаміки ротора СТ, 

уважаючи, що вплив навантаження не залежить від 

двигуна й задано значенням потужності навN : 

 

СТ нав СТ
СТ СТ СТ

СТ 0 СТ

СТ СТ
ТК п

ТК т

нав 0
СТ2

СТ 0 СТ 0

dn N Mπ 30
J =M = Δn +

30 dt n n π n

M M
         + Δn + ΔG +

n G

N 30 30
         + Δn ΔN;

πn n πn n






 

 



 

(18) 

СТ СТ нав 0
СТ СТ2

СТ СТ 0

СТ СТ
ТК п

ТК т СТ 0

dn M Nπ 30
J + Δn =

30 dt n πn n

M M 30
   = Δn + ΔG ΔN,

n G πn n

 
  
  

 


 

  

 

де 0n  – масштаб частоти обертання ротора СТ 

(ціна одного відсотка); Nнав 0 – значення потужності 

навантаження на базовому усталеному режимі;  

N – відхилення потужності навантаження. 

Отримаємо рівняння динаміки ротора СТ. Для 

цього доповнимо рівняння (18) рівнянням динаміки 

ротора ТК у вигляді 

 

G пТК
ТК ТК пn ТК

dn
 τ +Δn = K  ΔG

dt
.         (19) 

 

Виразимо ТКΔn  з (18) і підставимо в (19): 

СТ СТ СТ нав 0
ТК СТ 2

ТК СТ СТ 0

СТ
СТ п

п СТ 0

M dn M Nπ 30
Δn = J +

n 30 dt n πn n

M 30
     Δn ΔG + ΔN;

G πn n

  
  
   


 



 

2
ТК СТ СТ СТ нав 0 СТ

ТК2 2
СТ СТ 0

СТ п ТК
ТК

п СТ 0

СТ СТ СТ нав 0
СТ2

СТ СТ 0

G пСТ СТ
п пn ТК

п СТ 0 ТК

πτ J d n M N dn30
τ +

30 n π dtdt n n

M dG 30τ dN
    τ + +

G dt πn n dt

πJ dn M N 30
    + + Δn

30 dt n πn n

M M30
    ΔG + ΔN=K ΔG ;

G πn n n

 
  

  






 
  
  

 


 

 

 

2
ТК СТ СТ СТ СТ нав 0

ТК2 2
СТ СТ 0

СТ СТ нав 0
СТ2

СТ СТ 0

G пСТ СТ СТп
ТК пn ТК

п п ТК

ТК

СТ 0 СТ 0

πτ J d n πJ M N 30
+ τ +

30 30 n πdt n n

dn M N 30
     + Δn =

dt n πn n

M M MdG
=τ + +K  ΔG

G dt G n

30τ dN 30
    ΔN

πn n dt πn n

  
   

    

 
   

  

   
 

   

  .

 

(20) 

Перетворивши отримане рівняння до стандарт-

ної форми, в якій коефіцієнт при відхиленні вихід-

ного параметра (в даному випадку – частоти обер-

тання ротора СТ) дорівнює 1, отримаємо: 

 

 
2

СТ СТ
СТ ТК СТ ТК СТ2

G п Nп
1 п n СТ 2n СТ

d n dn
τ τ + τ +τ +Δn =

dtdt

dG dN
=K τ +ΔG +K τ +ΔN ,

dt dt

   
  
  

   (21) 

де СТ
СТ

СТ нав 0
2

СТ СТ 0

J
τ =

M N30 30
+

π n π n n


 
 
  

; 

G пСТ СТ
n ТК

G п п ТК
n СТ

СТ нав 0
2

СТ СТ 0

N
n СТ

СТ СТ 0 нав 0

СТ СТ

M M
+K

G n
 K = ;  

M N30
+

n π n n

1
K = ;

M πn n N
+

n 30 n

 

 










 

СТ
ТК

т
1 2 ТК

G пСТ СТ
n ТК

п ТК

M
τ

G
τ = ; τ =τ .

M M
+K

G n





 

 
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Покажемо, що в області режимів роботи дви-

гуна, близькій до базового режиму  

( TК СTn 100 %; n 100 %   ) для прикладу, що розг-

лядається, значення коефіцієнта СТτ  є від’ємним, що 

відповідає нестійкому стану ротора СТ. 

Визначимо знаки параметрів, які входять до ви-

разу для СТτ . Очевидно, СТ
π

J >0
30

, СТ

п

M
0

G





, 

СТ 0

30
>0

πn n
. У прикладі, що розглядається, 

СТ ТК СТ СТN  = (0.25 n 0.1 n ) n      кВт, 

СТ СТ
СТ

СТ 0

4

ТК СТ
0

N (Вт) N 1000 30
M (Нм)= = =

ω(рад/с) n n π

3 10
= (0.25 n 0.1 n ).

πn




  

 

 

При ТКn =100 %, СТn =100 % отримаємо: 

 

4
СТ

ТК СТ
СТ СТ 0

3

00

M Нм 3 10
( )= (0.25 n 0.1 n ) =

n % n πn

3 10
=  6.37

π
Нм .

n
/%

   
   

    


  

  

3
нав 0

2 2
СТ 0

N 30 1500 10 30
9.55

πn n 100 150 π

 
 

 
 Нм/%. 

 

Значення коефіцієнта при відхиленні частоти 

обертання в рівнянні (20): 

 СТ нав 0

2
СТ СТ 0

M N 30
+ 6.37 9.55 3.18

n πn n

 
       
  

, 

Нм/%. 

Таким чином, значення цього коефіцієнта є 

від’ємним. З урахуванням знаків інших коефіцієнтів 

рівняння (18), це означає, що ротор СТ є нестійким 

об’єктом, а його умовна стала часу СТτ  є від’ємною. 

У прикладі, що розглядається, нехай СТτ = –3 с. 

Рівняння (6) є альтернативною формою запису 

рівняння (18). Тоді коефіцієнти рівняння (6) 

пов’язані з коефіцієнтами рівняння (18) наступним 

чином: 

 

пG N
n СТ n СТ

22 21 22
СТ СТ СТ

K K1
a  = ; b  = ; b  = 

τ τ τ
.          (22) 

 

Щоб знайти коефіцієнти підсилення частоти 

обертання ротора СТ за витратою палива й потужні-

стю, отримаємо статичну залежність nСТ = f(Gп, NСТ). 

Для цього використаємо статичну модель поту-

жності (4). Розглянемо вираз для потужності 

СТ ТК СТ СТN  = (0.25 n   0.1 n ) n     як квадратне рів-

няння відносно частоти обертання ротора СТ: 

 
2
СТ ТК СТ СТ 0.1 n  0.25 n n  + N  = 0    ,        або 

2
СТ ТК СТ СТ n 2.5 n n  + 10 N  = 0    .          (23) 

 

Розв’язок 

2
СТ ТК ТК СТ

2.5 6.25
 n  = n n 10 N

2 4
   .       (24) 

 

Ця залежність представлена на рис. 4. З рисунка 

видно, що існують такі малі значення частоти обер-

тання турбокомпресора, при яких задану потужність 

не може бути отримано. Аналіз формули (24) пока-

зує, що при заданій потужності значення nТК мають 

задовольняти умову 

ТК СТ СТ
2

 n 10 N   2.53 N
2.5

   ,         (25) 

 

а мінімальні значення визначаються лінією 

СТ ТК min n  = 1.25n , показаною на рис. 4 пунктиром. 

 

 
 

Рис. 4. Залежність частоти обертання ротора  

силової турбіни від частоти обертання  

турбокомпресора при постійних значеннях  

потужності силової турбіни 

 

Формула (24) є статичною моделлю для nСТ, 

якщо вхідними параметрами є Gп і NСТ. Тоді її мож-

ливо використати для визначення коефіцієнтів підси-

лення частоти обертання силової турбіни за цими вхі-

дними параметрами: 
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G п СТ СТ ТК
n СТ

п ТК п

ТК

2
ТК СТ

n n n
K  =  =  =

G n G

6.25
n

12= 1.25
66.25

2 n 10 N
4

  

  

 
 
 
 

  
 

;      (26) 

 

N СТ
n СТ

2
ТК СТ

n 5
K  =  =  

N 6.25
n 10 N

4




 

.  (27) 

 

З рис. 4 витікає, що знак «–» в формулах (24), 

(26) (плюс в (27)) відповідає верхній області характе-

ристики, тобто більшим значенням частоти обер-

тання ротора СТ при заданій потужності, а протиле-

жні знаки – нижній області. У цих областях динамі-

чна модель ротора СТ має різні властивості (напри-

клад, різні знаки чутливості до зміни потужності). Це 

необхідно враховувати при формуванні більш точної 

моделі. 

У даній спрощеній моделі буде використано 

значення коефіцієнтів, які відповідають максималь-

ному режиму (nТК=nСТ=100 %; N=1500 кВт). Область 

максимального режиму, как показує рис. 4, відпові-

дає нижній частині характеристики, тому в формулах 

(26), (27) використаємо знак «+». Отримаємо: 

 

G п
n СТ

6.25
100

12K  = 1.25  = 
66.25

2 10000 10 1500
4

%
             =7.5 ;

кг/год

 
 
 
 

  
 

 

N
n СТ

5 %
K  =   = 0.2 

кВт6.25
10000 10 1500

4

 

 

. 

 

Підставивши ці значення в формули (22), отри-

маємо: 

 

 

G п
n СТ

21
СТ

N
n СТ

22
СТ

K %
b = = 2.5 ; 

τ кг/год c

K 1 %
b = = .

τ 15 кВт c






        (28) 

 

2.4. Тестування спрощеної моделі 

 

Для перевірки працездатності й тестування мо-

делі її було реалізовано засобами Matlab Simulink, 

сформовано впливи й організовано реєстрацію ре-

зультатів розрахунків. Відповідна структура перед-

бачала можливість завдання постійних значень або 

стрибкоподібної зміни витрати палива й потужності 

навантаження. Вихідні параметри реєструвалися у 

вигляді графіків, які представляють їх зміну за часом. 

На рис. 5 представлено зміну параметрів при 

стрибкоподібному зниженні витрати палива на 

20 кг/год і постійній потужності навантаження 

1500 кВт. 

На рис. 6 представлено зміну параметрів силової 

турбіни при стрибкоподібному зниженні потужності 

навантаження на 5-й секунді з 1500 до 1350 кВт. Па-

раметри газогенератора (частота обертання турбоко-

мпресора й температура газу) на цю зміну не реагу-

ють, тому що витрата палива залишилась постійною, 

а модель сформована за умов припущення про те, що 

силова турбіна не впливає на роботу турбокомпре-

сора. 

Представлені на рис. 5, 6 результати підтвер-

джують обґрунтованість математичної моделі, тому 

що амплітуда й характер зміни параметрів за часом 

відповідають вихідним статичним характеристикам і 

заданим сталим часу роторів. 

 

 
 

Рис. 5. Приклад перехідних характеристик  

двигуна при зміні витрати палива 

 

 

 
 

Рис. 6. Приклад перехідних характеристик  

при зміні потужності навантаження 
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3. Моделювання динаміки ротора  

вертольота з дводвигуновою силовою  

установкою 
 

Для моделювання дводвигунової силової уста-

новки представлена вище модель має обмежене за-

стосування, тому що для її прямого використання не-

обхідно ввести припущення про те, що обидва дви-

гуни є абсолютно ідентичними, внаслідок чого їх су-

марна потужність завжди (тобто і на усталених, і на 

перехідних режимах) дорівнює подвійній потужності 

одного двигуна. Така модель є цілком достатньою 

для моделювання штатної роботи силової установки 

в складі моделі вертольота (наприклад, на трена-

жері). Однак вона є непридатною для відпрацювання 

ряду задач розроблення системи керування (напри-

клад, синхронізації двигунів) а також імітації роботи 

силової установки при виникненні несправностей 

двигуна. 

Тому необхідно розробити таку модель, у якій 

кожен двигун представлений окремою моделлю, в 

результате чого двигуни можуть мати різні режими 

роботи (наприклад, один з них вимкнено, або переве-

дено на режим підвищеної потужності, або відрізня-

ється від іншого двигуна наявністю несправностей, 

відборів повітря чи потужності). 

У той же час необхідно забезпечити для обох 

двигунів однакові значення таких параметрів, як зов-

нішні умови й частота обертання ротора силової тур-

біни. 

Структура ММ дводвигунової силової устано-

вки, яка відповідає цим вимогам, представлена на 

рис. 7. 

 

 
 

Рис. 7. Структура моделі дводвигунової силової  

установки 

 

Для кожного двигуна використовується пред-

ставлена вище (див. рис. 7) ММ з наступною модифі-

кацією: зі складу динамічної підмоделі виключено рі-

вняння динаміки ротора силової турбіни (6) або (11). 

Моделлю ротора є диференційне рівняння дина-

міки ротора: 

2
СТ1 СТ 2 навСТ

СТ
СТ

N +N Ndnπ
J =

30 dt n

 
 
 

.    (29) 

 

Розглянувши схему сполучення двигунів із тра-

нсмісією вертольоту, можна дійти висновку, що па-

раметр JСТ, що входить до цього рівняння, лише умо-

вно можна назвати моментом інерції силової турбіни. 

В дійсності це сумарний момент інерції обертової ро-

торної системи, зведений до частоти обертання сило-

вої турбіни. 

На відміну від моделей двигунів, нелінійне рів-

няння (29) не лінеаризується, а розв’язується будь-

яким числовим методом. 

Представлена на рис. 7 модель навантаження не 

входить до складу моделі силової установки. Проте 

вона є необхідною для її відладжування. Звісно, най-

краще використовувати ММ ротора вертольота. Тоді 

як вхідний параметр α можна розглядати кутове по-

ложення лопатей ротора. Якщо ММ ротора є невідо-

мою, то можна скористатися відомим співвідношен-

ням між потужністю повітряного гвинта й частотою 

обертання: потужність пропорційна кубові частоти 

обертання. Задавши довільно залежність коефіцієнта 

пропорційності від вхідного параметра α, отримаємо: 

 

Nнав = С(α) 3
СТn .                       (30) 

 

Залежність С(α) обирається так, щоб при базо-

вих значеннях кутового положення лопатей α0 і час-

тоти обертання ротора СТ n0 =100 % отримати базове 

значення потужності N0. 

Програмну реалізацію й практичне викорис-

тання цієї моделі дводвигунової силової установки 

вертольота буде розглянуто в наступній публікації. 

 

Висновки 
 

У процесі аналізу задачі моделювання силової 

установки вертольоту отримано такі основні резуль-

тати: 

1. Сформовано структуру багаторежимної ліне-

аризованої ММ турбовального двигуна, яка склада-

ється зі статичної і динамічної підмоделей, реалізо-

ваних у зведених параметрах. 

2. Методику моделювання відпрацьовано на 

спрощеній моделі, складеній з урахуванням експерт-

ної інформації про статичні й динамічні властивості 

двигуна в області базового режиму роботи. 

3. Отримано формули, які пов’язують коефіціє-

нти лінійної динамічної моделі зі значеннями сталих 

часу роторів і значеннями чутливостей, отриманими 

зі статичних характеристик. Їх використання забезпе-

чує ефективну перевірку результатів автоматичного 
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формування лінійної динамічної моделі на основі ви-

хідної нелінійної повузлової моделі. 

4. Визначено перехідні характеристики двигуна 

за зміною витрати палива й потужності наванта-

ження, які відповідають фізичним уявленням про 

двигун. 

5. Сформовано методику моделювання й струк-

туру ММ дводвигунової силової установки, яка від-

різняється поєднанням індивідуальних статичних і 

лінійних динамічних моделей двох двигунів із єди-

ною нелінійною динамічною моделлю ротора верто-

льота. 

6. Запропоновано необхідну для відлагодження 

ММ силової установки спрощену ММ навантаження, 

яка забезпечує визначення потужності, яку споживає 

ротор, залежно від кутового положення лопатей. 

На наступних етапах роботи планується реалізу-

вати моделі двигуна й дводвигунової силової устано-

вки з використанням характеристик реального дви-

гуна, а також із урахуванням зворотних зв’язків, що 

накладає на двигуни система автоматичного керу-

вання. 
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С. В. Єпіфанов, О. В. Бондаренко; огляд та аналіз 

інформаційних джерел – С. В. Єпіфанов; форму-

вання структури математичної моделі турбовального 

двигуна – О. В. Бондаренко; розробка методики та 

визначення кількісних значень коефіцієнтів спроще-

ної ММ – С. В. Єпіфанов, О. В. Бондаренко; розро-

бка структури математичної моделі дводвигунової 

силової установки – С. В. Єпіфанов, О. В. Бондаре-

нко. 

Усі автори прочитали та погодилися з опубліко-
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FORMING OF TURBOSHAFT ENGINE MATHEMATICAL MODEL  

Sergiy Yepifanov, Oleksii Bondarenko 

The subject of the study is the process of forming a mathematical model (MM) of a turboshaft gas turbine engine 

and a twin-engine helicopter power plant, which provides the determination of parameters of the working process in 

steady and transient operating modes for use in the estimation of dynamic characteristics, in the analysis and synthesis 

of engine and helicopter automatic control systems. The goal is to substantiate the structure and methodology of MM 

formation intended for use in real and accelerated time scale systems. Tasks: implementation of the previously pro-

posed MM structure taking into account the turboshaft engine performances, development of a methodology for de-

termining the MM coefficients based on known information about the static and dynamic properties of the engine, 

and formation of the MM structure of a two-engine helicopter power plant. For this, the methods of the theory of airjet 

engines and the theory of linear dynamic systems are used. The following results were obtained: the structure of a 
multimode high-speed MM of a turboshaft engine and a two-engine power plant was formed and tested. The scientific 

and practical novelty of the obtained results is as follows: the structure of the multimode linearized MM of the 

turboshaft engine is formed, which consists of static and dynamic submodels implemented in corrected parameters; 

the modeling technique was worked out on a simplified model, compiled considering expert information about the 

static and dynamic properties of the engine in the considered operation area. Formulas were obtained that relate the 

coefficients of the linear dynamic model to the values of the time constants of the rotors and the sensitivities obtained 

from the static characteristics; transient characteristics of the engine based on changes in fuel consumption and load 

power are determined, which correspond to physical knowledge about the engine; the modeling methodology and 

MM structure of a two-engine power plant were formed, which is distinguished by the combination of individual static 

and linear dynamic models of two engines with a single nonlinear dynamic model of the helicopter rotor; a simplified 

MM load necessary for testing the MM of the engine installation is proposed, which provides the calculation of the 
power consumed by the rotor, depending on the angular position of the blades. 

Keywords: turboshaft gas turbine engine; helicopter power plant; dynamic mathematical model.  
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