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НАПРУЖЕНО-ДЕФОРМОВАНИЙ СТАН КЛЕЙОВОГО З’ЄДНАННЯ, 

ЩО МАЄ ПОЗДОВЖНІЙ ДЕФЕКТ  
 

У клейових з’єднаннях доводиться стикатися з явищем непроклею. Відомо, що непроклей знижує міц-

ність таких з’єднань. Відомі на сьогодні аналітичні моделі для розрахунку напружено-деформованого 

стану клейових з’єднань мають певні недоліки які з’являються внаслідок спрощення (одномірні моделі), 

а реалізація чисельних методів вимагає великого ресурсу обчислювальної техніки. Предметом вивчення 

у статті є математична модель напружено-деформованого стану клейового з’єднання двох пластин. 

Мета дослідження – вивчення напружено-деформованого стану клейового з’єднання, що має непроклеї 

та розвинення методів дослідження напруженого стану клейових з’єднань внапуск. Методи: для побу-
дови аналітичного розв’язку задачі про напружений стан з'єднання, яке містить дефект у клейовому 

шарі вздовж бічної кромки області склеювання, використана спрощена двовимірна аналітична модель 

напруженого стану клейового з'єднання внапуск. Спрощення моделі полягає в тому, що поперечні пере-

міщення несних шарів вважаються такими, що дорівнюють нулю. Дане припущення можна інтерпре-

тувати як наявність несних шарів високої жорсткості у поперечному напряму, і воно дозволяє звести 

задачу про напружений стан з'єднання до системи двох диференціальних рівнянь у частинних похідних 

відносно поздовжніх переміщень несних шарів і отримати розв’язок задачі в аналітичній формі. Отри-

маний розв’язок записано у формі функціонального ряду. Власні функції – не ортогональні. За допомогою 

методу найменших квадратів розв'язок задачі зведено до системи лінійних рівнянь. Розв’язано модельну 

задачу для з'єднання двох алюмінієвих пластин однакових розмірів. Результати показали, що наявність 

області непроклею може значно збільшувати напруження біля краю клейового шару. Особливо небез-
печними з точки зору міцності є кутові точки у клейовому шарі. Проведено порівняння результатів із 

результатами скінченно-елементного моделювання. Порівняння показало, що запропонована матема-

тична модель має високу, як для інженерних розрахунків, точність. Дана модель може бути розвинена 

на розв’язання аналогічних задач, наприклад, для дослідження напруженого стану з'єднання коаксіаль-

них труб, яке має дефекти в клейовому шарі. 

 

Ключові слова: клейове з’єднання внапуск; аналітична модель; метод скінченних елементів; явище не-

проклею; метод найменших квадратів. 

 

Вступ 
 

Клейові з’єднання набули широке застосування 

у аерокосмічній техніці [1], зокрема при ремонті та 

відновленні [2]. Більшість існуючих математичних 

моделей клейових з’єднань внапуск, що дозволяють 

знайти напружено-деформований стан з'єднання в 

аналітичній формі, є одномірними [3]. У таких моде-

лях передбачено рівномірний розподіл напружень по 

ширині з'єднань, і апріорно задається розподіл напру-

жень по товщині шарів (як правило, рівномірний або 

лінійний). За допомогою таких класичних моделей 

можна дослідити напружений стан з'єднання, яке мі-

стить пустоти в клейовому шарі по всій ширині з'єд-

нання [4, 5]. Цей підхід також розвинуто на з'єднання 

коаксіальних труб [6] і подвійних напускних з'єд-

нань [7]. Окрім аналітичних досліджень цієї ж тема-

тиці присвячено числові дослідження, виконані за 

допомогою скінчено-елементного моделювання [8]. 

Однак при розрахунку напруженого стану з'єднань в 

ряді випадків необхідно враховувати нерівномірність 

напружено-деформованого стану склеюваних плас-

тин по ширині з'єднань. Прикладами таких констру-

кцій є з'єднання силових елементів з обшивкою, ре-

монтні накладки тощо. Побудова аналітичного 

розв’язку задачі знаходження двовимірного напру-

жено-деформованого стану з'єднання в загальній по-

становці є надзвичайно складною задачею, аналітич-

ний розв’язок якої поки невідомий. Відомо, що навіть 

розв’язок задачі теорії пружності для прямокутної 

області, тобто навіть для одного шару, спряжено зі 

значними математичними труднощами [9, 10]. Тому, 

як правило, для дослідження двомірного напружено-

деформованого стану з’єднань використовуються чи-

слові методи [11, 12]. 

Очевидно, що порожнини у клейовому шарі у 

вигляді поперечних смуг в глибині області склею-

вання не є єдиними формами дефектів клейового 

шару. Руйнування клейового шару починається, як 
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правило, біля зовнішнього краю з'єднання. Зумов-

лено це в тому числі впливом зовнішнього середо-

вища на клей, наприклад, проникненням води на 

межу клею і пластин, що з'єднуються, температур-

ними циклами, та іншими зовнішніми впливами, які 

згубно впливають на міцність з'єднання. У даній ро-

боті розв’язана задача про напружено-деформований 

стан з'єднання двох прямокутних пластин, клейовий 

шар між якими з обох бокових сторін відшарувався 

на однакову глибину в середину області склеювання, 

і в передачі зусиль участі не бере. Напружено-дефо-

рмований стан даної конструкції не є одномірним і 

змінюється як по довжині області склеювання так і 

по її ширині. Для побудови аналітичного розв’язку 

використовується спрощена двовимірна модель на-

пруженого стану Фолькерсена. Ця модель була роз-

винена у роботах авторів [13-15]. Припущення про 

малість поперечних переміщень несних шарів було 

використано вперше, мабуть, у роботах Васильєва і 

Лур’є, наприклад [16]. 

 

Постановка задачі  

та побудова розв’язку 
 

Розглянемо симетричне клейове з'єднання двох 

прямокутних пластин, показане на рис. 1. 
 

 
 

Рис. 1. Схема конструкції 

 

Віссю симетрії даного з'єднання є поздовжня 

вісь ( 0x ). Симетрія дозволяє виключити вплив згину 

в площині з'єднання. Введемо наступні параметри 

з'єднання: L  – довжина з’єднання, 2H  – ширина ко-

жної із з’єднуваних пластин, 2h  – ширина області 

склеювання, 1 2,   і 0  – товщини з’єднуваних пла-

стин і клейового шару відповідно. Будемо уважати, 

що переміщення і напруження рівномірно розподі-

лені по товщині шарів. З’єднувані пластини будемо 

уважати абсолютно жорсткими в напрямку осі 0y . В 

силу цього припущення, а також в силу симетрії за-

дачі елементи обох несних шарів здійснюють тільки 

поздовжні переміщення, які в області склеювання по-

значимо 1U  і 2U . Переміщення пластин на ділянках, 

що виступають за межі області склеювання позна-

чимо 3U  і 4U  для першого і для другого несних ша-

рів відповідно. 

Рівняння рівноваги елементів несних шарів в 

області склеювання  y h; h   мають вигляд [11, 12] 
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де mN , mq  – нормальні (в поздовжньому напрямку) 

і дотичні зусилля в несному в шарі m , m 1,2 ;  

  – дотичні напруження в клейовому шарі в поз-

довжньому напрямку. 

Співвідношення Коші за умови рівності нулю 

поперечних переміщень мають вигляд 
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де mE  – модуль пружності шару m  в напрямку осі; 

Ox ; mG  – модуль зсуву шару m  у площині xOy . 

Дотичні напруження в клейовому шарі пропор-

ційні різниці переміщень несних шарів 

 

 2 1P U U   ,                           (3) 

 

де P  – жорсткість клейового шару на зсув, яка, як 

правило, визначається як 0 0P G /  , де своєю чер-

гою 0G  – модуль зсуву клейового шару. 

Підставивши наведені вище співвідношення (2) 

і (3) до рівнянь (1), отримаємо систему диференціа-

льних рівнянь у частинних похідних [13, 14] 
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де m m m 0E / P   ; m m mG / E  . 

За межами області склеювання 

   y H; h h;H    переміщення шарів при зазна-

чених вище гіпотезах описуються рівняннями [16] 
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Крайові умови мають вигляд 
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Умови спряження полів переміщень на бічній 

межі клейового шару мають вигляд 
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Умови (6) є умовами рівності нулю дотичних 

напружень в несних шарах вздовж осі симетрії і на 

бічних межах і є наслідком рівнянь (2). 

З першого рівняння системи (4) виразимо пере-

міщення другого шару 
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Підставивши (10) у друге рівняння системи (4), 

отримаємо диференціальне рівняння 
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де 1 1 2    ;  2 1 2 1 2      ; 3 1 2 1 2      ; 

4 1 2    ; 5 1 1 2 2      . 

У роботі [13] за допомогою класичного методу 

відокремлення змінних було отримано загальний 

розв’язок рівняння (11) (за умови, що 1 2   ), і по-

казано, що загальний розв’язок задачі є лінійною су-

перпозицією двох розв’язків 

 

   m m mU W x V x,y  , 

 

де  mW x  є класичним одновимірним розв’язком 

Фолькерсена [1]. Функція  mV x, y  є лінійною ком-

бінацією частинних розв'язків рівнянь (11) та (10), які 

своєю чергою можуть бути представлені у вигляді лі-

нійних комбінацій функцій 
x

e sin ky


 і 
x

e cosky


 

(як і розв'язки рівнянь (5) [16]). При побудові розв'я-

зку цієї задачі будемо використовувати цю структуру 

розв’язку. Підставивши частинний розв’язок 

x
e sin ky


 в (11), отримаємо алгебричне рівняння, 

що зв'язує   і k : 
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з якого випливає, що кожному значенню   відпові-

дають чотири значення k , які можна записати у фо-

рмі  1k   і  2k  . Отже, частинний розв’язок рі-

вняння (11), який відповідає, наприклад, деякому до-

датному значенню   має вигляд 
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де m mC , S  – довільні сталі. 

З рівняння (10) випливає, що відповідні перемі-

щення другого шару можна записати як 
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де  2 2

m 1 1 m1 k     , m 1,2 . 

Припустимо, що частинні розв’язки рівнянь (3) 

і (4) повинні точно задовольняти однорідним крайо-

вим умовам на сторонах y 0 , y H  (6), а також 

y h  (9). З перших двох умов (6) випливає, що 

1 2S S 0  . Враховуючи те, що дані частинні 

розв’язки справедливі і для від’ємних значень  , ча-

стинні розв’язки можна подати у вигляді 
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де A , B , 1C  і 2C  – довільні сталі. 

Частинні розв’язки рівняння Пуассона (5), які 
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задовольняють однорідним крайовим умовам (6), ма-

ють вигляд 

 

 
 *

3 3 3

1

y H
V C Ach x C Bch x L cos

 
      


, 

 

 
 *

4 4 4

2

y H
V C Ach x C Bch x L cos

 
      


, 

 

де  ,   – константи відокремлення змінних;  

  3C , 4C , A  і B  – довільні сталі. 

Не важко знайти розв’язки рівнянь (4) і (5), які 

залежать тільки від однієї змінної x . З умов спря-

ження цих розв’язків на бічній межі області склею-

вання y h  випливає, що шукані розв’язки є ліній-

ними функціями [15]. Ці ж умови спряження (9), за-

писані для частинних розв’язків  
4

*

i
i 1

V


 призводять 

до системи однорідних лінійних рівнянь відносно ко-

ефіцієнтів  
4

i i 1
C


. 

 

 A C 0   ,                        (13) 

 

 

1 2 3

1 1 2 2 4
0,5

1 1 2 2 1 3
0,5

1 1 1 2 2 2 2 4

c c c 0

c c 0 c
A

k s k s s 0

k s k s 0 s





 
   
  

 
 

   

,  

 

 
T

1 2 3 4C C C C C , 

 

m mc cosk h ,   m ms sin k h ,   
 

m 2

m

h H
c cos

 



,

 
m 2

m

h H
s sin

 



. 

 

Система (13) має нетривіальний розв’язок за 

умови, що 

 

 det A 0  .                         (14) 

 

Рівняння (14) має нескінченну лічильну безліч 

дійсних коренів n , яким відповідають корені рів-

няння (12)  m,n m nk k   і коефіцієнти 

 m,n m n    , а також константи  
4

i,n i 1
C


, які ви-

значаються з системи (13) з точністю до довільного 

множника. Таким чином, загальний розв’язок рів-

нянь (4) і (5), якій задовольняє крайовим умовам на 

бічних сторонах (6) та умовам спряження перемі-

щень (9), має вигляд 
 

 
 

 
 

 
 

j 0 0

1 2 j

n n n n n

n 1

U A x B

A X x B X x Y y





  

  
  

, j 1,..,4   (15) 

   
 

1 n
n

n n

ch x
X

sh L



 

,  

 1
n 1,n 1,n 2,n 2,nY C cosk y C cosk y  , 

    
 

2 n

n
n n

ch x L
X

sh L

 


 
, 

 2

n 1,n 1,n 1,n 2,n 2,n 2,nY C cosk y C cosk y    , 

 
 

3 n
n 3,n

1

Y C cos y H


 


; 

 
 

4 n
n 4,n

2

Y C cos y H


 


. 

 

Оскільки коефіцієнти  
4

i,n i 1
C


знаходяться із си-

стеми (13) з точністю до довільного множника, то для 

визначеності та полегшення аналізу збіжності на дані 

коефіцієнти може бути введена додаткова умова но-

рмування 
 

   
h H2 42 2

i i

n n

i 1 i 30 h

Y dy Y dy 1

 

    
         . 

 

Коефіцієнти 0 n 0 nA , A , B , B  знаходимо із крайових 

умов (6) – (8). Зазначені крайові умови призводять до 

системи рівнянь 
 

 
 

 
 

 

1

0 n n

n 1

2

0 n n
2 2n 1

A B Y y 0,

F y
A B Y y ,

E









 

 





,     y 0; h ; 

 

 
 

 
 
 

3

0 n n

n 1

3

0 0 n n n n n

n 1

A B Y y 0,

A L B A B Y y 0,









 

     




 y h; H ; 

 

 
 

 

 
 

 

4

0 n n
2 2n 1

4

0 n n
2 2n 1

F y
A B Y y ,

E

F y
A A Y y ,

E









 


 





      y h; H ; 
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 
 

 
 
 

1

0 n n

n 1

1

0 0 n n n n n

n 1

A A Y y 0,

A L B A B Y y 0









 

     




     y 0; h ; 

 

 
 

n
n

n n

ch L

sh L


 

 
,   

 n
n n

1

sh L
 

 
. 

 

Цю систему рівнянь може бути розв’язано, на-

приклад, за допомогою методу найменших квадратів. 

Для цього суму нескінченного ряду необхідно обме-

жити деяким скінченним числом доданків N , а неві-

домі коефіцієнти 0 n 0 nA ,A ,B ,B  знаходити з умови 

найменшого середньоквадратичного ухилення лівих 

частин рівнянь від заданих правих частин цих рів-

нянь. Це призводить до системи лінійних рівнянь ві-

дносно коефіцієнтів 0 n 0 nA ,A ,B ,B . В роботі [15] по-

казано, що позадіагональні коефіцієнти системи зме-

ншуються при віддаленні від головної діагоналі, а 

ряд із квадратів даних коефіцієнтів – збігається. 

Звідси випливає, що цю систему можна розв’язати за 

допомогою методу редукції. 

 

Модельна задача та аналіз результатів 
 

Проведемо розрахунок напружено-деформова-

ного стану клейового з'єднання пластин однакових 

розмірів 5 4  cм, ( L 5  cм, H 2  cм), і товщиною 

0 4   мм, виготовлених з алюмінієвого сплаву, 

1 2E E 70   ГПа, и 1 2G G 26   ГПа. Параметри 

клейового шару 0 0,1   мм, 0G 0,5  ГПа. До дру-

гого шару прикладено рівномірне навантаження 

 F y F const  . На рис. 2 показано графік розподілу 

дотичних напружень у клейовому шарі, який має ши-

рину 3 см ( h 1,5  см, h / H 0,75 ). В силу симетрії 

напруження показані лише на половині області скле-

ювання  x 0; L ,  y 0; h . Напруження показані в 

безрозмірній формі, у вигляді відношення діючих на-

пружень  x, y  (3) до гіпотетичних напружень 

 
*

FH / h L  , які б виникли в клейовому шарі при 

рівномірному розподілі напружень по всій площі 

клейового з’єднання. 

Як бачимо, напруження в клейовому шарі на 

межі з порожниною перевищують напруження на осі 

симетрії конструкції. Це, загалом, очевидно, оскільки 

на цю область клею припадає більшість наванта-

ження, що передається на несний шар в області не-

проклею  y h; H . Одним з факторів, який визна-

чає розподіл напружень у клейовому шарі, є моделі 

зсуву несних шарів. Якщо 1G  і 2G  дуже великі, то 

переміщення несних шарів будуть рівномірними по 

ширині з'єднання і концентрації напружень біля кутів 

області склеювання не буде, а буде звичайна для з’єд-

нань концентрація напружень уздовж краю області 

склеювання x 0  і x L  [13-15]. 

 

 
Рис. 2. Розподіл дотичних напружень в клейовому 

шарі отриманий за запропонованою моделлю 

 

Вище було зазначено, що власні функції не є ор-

тогональними, тому обчислення коефіцієнтів nA , 

nB  у розв’язку (15) є достатньо трудомісткою зада-

чею, як і доведення збіжності запропонованого ме-

тоду. Обчислення показали, що коефіцієнти nB  на-

ближаються до нуля зі зростанням n  значно швидше, 

ніж nA . Розрахунки показують, що  коефіцієнти на-

ближаються до нуля не монотонно. Значення окре-

мих коефіцієнтів nA , nB  наведено у таблиці 1. 

 

Таблиця 1 

Значення деяких коефіцієнтів nA  і nB  

n  nA  nB  

1 0,3495334·10-7 0,805894·10-12 

10 0,1224547·10-8 0,621178·10-11 

20 0,1971271·10-8 0,12526·10-11 

30 0,403550·10-8 -0,5919·10-12 

40 0,469942·10-7 -0,18463·10-11 

50 0,297692·10-8 -0,187754·10-11 

60 0,414519·10-9 -0,135688·10-11 

70 0,79317·10-9 -0,82464·10-12 

80  0,845379·10-10 0,260342·10-12 
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Розрахунки також показали, що 
3/2

nA n M   і 

3/2

nB n M  , де M  - деяке число, рис. 3. 

 

 

Рис. 3. Значення 
3/2

nA n  

 

Це непрямо свідчить про збіжність ряду (15). 

Для верифікації запропонованої моделі було 

створено тривимірну скінченно-елементну модель. 

Однією із проблем скінченно-елементного моделю-

вання клейових з’єднань [17-19] є відносно мала тов-

щина клейового шару, яка визначає мінімальний ро-

змір скінченного елемента. В даному випадку мініма-

льний розмір елемента було задано таким, що дорів-

нював 0 . Для зменшення кількості елементів було 

розглянуто половина конструкції  y 0, H . Крайові 

умови в площині симетрії на верхній і на нижній сто-

ронах з'єднання – «roller». Прикладене навантаження 

– рівномірно розподілені по торцю пластини напру-

ження 1F /  . Скінчено-елементна сітка показана на 

рис. 4.  

 

 
Рис. 4. Скінчено-елементна сітка 

 

Напруження в серединній площині клейового 

шару (також у безрозмірній формі) показано на 

рис. 5. 

Для наочності наведемо на одному графіку роз-

поділ напружень у клейовому шарі, розрахованих за 

допомогою запропонованої моделі та знайдених за 

допомогою скінченно-елементного моделювання. 

Найбільші напруження в клейовому шарі виникають 

на боковому краю клейового шва y h , на межі з об-

ластю порушення суцільності клейового шару ( на 

межі з порожниною).  
 

 
Рис. 5. Розподіл дотичних напружень в клейовому 

шарі отриманий за допомогою  

скінченно-елементного моделювання 

 

На рис. 6. наведено графіки дотичних напру-

жень в клейовому шарі вздовж даної лінії, що розра-

ховані за запропонованою в роботі аналітичною мо-

делюю (АМ) і за скінченно-елементною моделлю 

(FEM). Як бачимо, результати дуже близькі. Це гово-

рить про хорошу точність запропонованої моделі та 

адекватність прийнятих гіпотез і припущень. 

 

 

Рис. 6. Розподіл дотичних напружень 
*

/ xz   

в клейовому шарі вздовж його бічної межі 

 

Висновки 
 

В роботі отримано аналітичний розв’язок задачі 

про нерівномірний по ширині напружений стан кле-

йового з'єднання двох прямокутних пластин, що має 

області непроклею, які паралельні боковим сторонам 

з'єднання. Розрахунки показали, що: 

1. Наявність порожнечі вздовж бічної сторони 

з'єднання істотно збільшує концентрацію напружень 

у клейовому шарі. 
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2. Піки напружень в клеї розташовані в кутах 

клейового шару.  

3. Запропонована в роботі аналітична модель 

має хорошу точність і може бути розвинена на 

розв’язання аналогічних задач, наприклад, для дослі-

дження напруженого стану з'єднання коаксіальних 

труб [20], яке має дефекти в клейовому шарі. 

В подальшому передбачається використовувати 

запропоновану математичну модель тришарової кон-

струкції з податливим заповнювачем для аналізу на-

пружено-деформованого стану конструкцій зі стіль-

никовим заповнювачем [21]. Перспективним також є 

створення двовимірної математичної моделі клейо-

вих з’єднань, що мають форму кільця [22-24].  
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STRESS -STRAIN STATE OF ADHESIVE JOINT,  

THAT HAS A LONGITUDINAL DEFECT 

Sergiy Kurennov, Kostiantyn Barakhov 

In adhesive joints, one has to face the phenomenon of non-adhesive. It is known that non-adhesive reduces the 

strength of such joints. Analytical models known today for calculating the stress-strain state of adhesive joints have 

certain defects that appear as a result of simplification (one-dimensional models), and the realization of numerical 

methods requires a large resource of computing equipment. The subject of study in this article is a mathematical model 

of the stress-strain state of an adhesive joint of two plates. The purpose of this research is to study the stress-strain 

state of an adhesive joint with non-adhesives and to develop methods for studying the stress state of adhesive lap 

joints. Methods: a simplified two-dimensional analytical model of the stress state of the adhesive joint was used to 

construct an analytical solution to the problem of the stress state of the joint, which contains a defect in the adhesive 

layer along the side edge of the bonding area. The simplification of the model consists of the fact that the transverse 
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displacements of the base layers are considered to be zero. This assumption can be interpreted as the presence of base 

layers of high stiffness in the transverse direction, and it allows reducing the problem of the stressed state of the joint 

to a system of two partial differential equations with respect to the longitudinal movements of the base layers and 

obtaining the solution of the problem in an analytical form. The obtained solution is written in the form of functional 

series. The eigenfunctions are not orthogonal. Using the least squares method, the solution of the problem is reduced 

to a system of linear equations. The model problem for joining two aluminum plates of the same size has been solved. 

The results showed that the presence of non-adhesive area can significantly increase the stress near the edge of the 

adhesive layer. Corner points in the adhesive layer are especially dangerous from the strength point of view. The 

results were compared with the results of finite element modeling. The comparison showed that the proposed mathe-

matical model has high accuracy for engineering calculations. This model can be developed to solve similar problems, 

for example, to study the stress state of the joint of coaxial pipes, which has defects in the adhesive layer. 

Keywords: adhesive joint; analytical model; finite element method; phenomenon of non-adhesive; method of 

least squares. 
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