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ИССЛЕДОВАНИЕ ХАРАКТЕРИСТИК И ВОЗМОЖНОСТЕЙ ТИПОВЫХ 
РЕГУЛЯТОРОВ С НЕЦЕЛОЧИСЛЕННЫМ УКАЗАТЕЛЕМ  
ИНТЕГРО-ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНОГО ПРЕОБРАЗОВАНИЯ  

 
В работе предлагается подход к построению типовых регуляторов с нецелочисленным указателем 
интегро-дифференциального преобразования. Получены логарифмические частотные характеристики 
регуляторов с различными значениями указателя дробного интегрирования и дифференцирования. Ре-
шена задача численного моделирования типового регулятора. Эквивалентное представление матема-
тических моделей интегро-дифференциального преобразования предлагается отыскивать в виде опе-
ратора Вольтерры. Выполнен анализ переходных процессов в системе автоматического управления с 
дробным типовым регулятором. Установлены области предпочтительного применения типовых регу-
ляторов с нецелочисленным указателем интегро-дифференциального преобразования. Разработано 
программно-алгоритмическое обеспечение для реализации предлагаемого подхода.  
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Введение 
 

Проблемным вопросом усовершенствования 
управления силовыми установками на основе газо-
турбинных двигателей (ГТД) является повышение 
качества регулирования основных термогазодина-
мических параметров. Структурная реализация ЭСУ 
ГТД по-прежнему основана на объединении каналов 
регулирования (ограничения) с помощью селектора, 
а каждый из каналов содержит типовой пропорцио-
нально-интегрально-дифференциальный (ПИД) ре-
гулятор.  

Важной научно-прикладной задачей является 
расширение функциональных возможностей таких 
регуляторов на основе применения передовых под-
ходов с использованием интегро-дифференци-
альных преобразования с нецелым (дробным) указа-
телем.  

 
1. Формулирование проблемы 

 
Интегро-дифференциальные преобразования 

(ИДП) с нецелым (дробным) указателем применя-
ются для решения разнообразных задач науки и тех-
ники [1 – 4], поскольку расширяют возможности 
алгоритмов обработки сигналов и полей по сравне-
нию с обычным дифференцированием или интегри-
рованием. Представляется перспективным [5] рас-
ширить область применения указанных преобразо-
ваний на класс типовых регуляторов в системах ав-
томатического управления (САУ). При синтезе та-
ких систем имеет место известное противоречие 

между необходимыми запасами устойчивости и тре-
буемым качеством переходных процессов. Диффе-
ренцирование и интегрирование целого порядка в 
типовых регуляторах позволяет сформировать их 
логарифмическую амплитудную частотную харак-
теристику (ЛАЧХ) лишь с наклонами (-20,0,+20) 
db/dec. ИДП с нецелым указателем дают возмож-
ность сформировать ЛАЧХ с произвольным накло-
ном в диапазоне (-20…+20) db/dec, что расширяет 
возможности синтеза. Предлагаемые типовые регу-
ляторы с нецелочисленным указателем интегро-
дифференциального преобразования могут бать ис-
пользованы в задачах управления температурным 
режимом ГТД [6].  

Целью настоящего исследования является раз-
работка и обоснование подхода к построению типо-
вых регуляторов с нецелочисленным указателем 
интегро-дифференциального преобразования. 

 
2. Решение проблемы 

 
Объектом исследования являются процессы в 

системах автоматического управления, в частности, 
температурным режимом сложных объектов.  

Предметом настоящего исследования являются 
математические модели типовых регуляторов с не-
целочисленным указателем интегро-дифференци-
ального преобразования и методы их численной 
реализации в САУ. 

Применяемые методы численной реализации 
указанных операторов, основанные на дискретной 
форме интеграла Римана-Лиувиля [5], либо формуле 
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Грюнвальда-Летникова [1], имеют существенные 
недостатки, связанные с взвешенным суммировани-
ем бесконечного числа слагаемых. Поэтому числен-
ная реализация ИДП с нецелым указателем во вре-
менной области является еще не решенным вопро-
сом. С другой стороны, такие операторы имеют дос-
таточно простой вид изображений Лапласа и Фурье, 
что указывает на возможность их исследования в 
частотной области. 

В качестве иллюстрации получены ЛАЧХ ти-
повых регуляторов с нецелым указателем интегро-
дифференциальных преобразований. 

На рис. 1 и рис. 2 представлены ЛАЧХ для ре-
гуляторов с различным указателем дробности.  

 
 

Рис. 1. ЛАЧХ регулятора.  
Показатель дробности 0,5  

 

 
 

Рис. 2. ЛАЧХ регулятора.  
Показатель дробности 0,3  

 

Результаты анализа типовых регуляторов в 
частотной области подтверждают гипотезу о воз-
можности гибко управлять их динамическими ха-
рактеристиками. Наиболее важным свойством явля-
ется подтвержденная возможность изменять накло-
ны ЛАЧХ в заданной полосе частот. Для типового 
ПИД-регулятора его ЛАЧХ имеет характерную 
форму («желоб»), и такую характеристику, изменяя 
параметры регулятора, можно лишь плоскопарал-
лельно передвигать на диаграмме коэффициент уси-
ления – логарифм частоты. Напротив, для дробного 
ПИД-регулятора имеется возможность такую харак-
теристику деформировать в широких пределах, что 
расширяет возможности синтеза.  

Метод численной реализации ИДП с нецелым 
указателем во временной области обоснован в рабо-
тах авторов 6,8. На его основе построена числен-
ная модель ПД-регулятора, дифференциальная ком-
понента которого реализована в виде реального 
дифференцирующего звена с устанавливаемым по-
казателем дробности. Такое звено реализовано в 
виде усилителя, охваченного дробным интеграль-
ным оператором. Интегральный оператор реализо-
ван в виде прямой цифровой свертки согласно вы-
ражению 
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где x  – входной сигнал, y  – выходной сигнал, 

m  – порядок дробного интегрирования, 
Первоначально выполнено тестирование чис-

ленной модели путем сравнения реакций обычного 
регулятора и численно реализованного при m 1 .  

На рис. 3 представлены переходные характери-
стики реального дифференцирующего звена в не-
прерывной реализации и численной реализации 
ИДП с показателем дробности 1. Шаг дискретиза-
ции свертки 0,1 сек, длина окна около 100 отсчетов. 
Как это видно из диаграммы, переходные характе-
ристики совпадают, что подтверждает корректность 
подхода к численной реализации ИДП. 

На следующем шаге исследований обычный и 
дробный регуляторы встраивались в модель САУ и 
выполнялось моделирование и сопоставление пере-
ходных процессов при различных показателях 
дробности и для различных типов объектов управ-
ления. Типовой регулятор настроен на переходный 
процесс с 20%-м перерегулированием. 

На рис. 4 представлены переходные характери-
стики САУ с типовым регулятором в непрерывной 
реализации и численной реализации ИДП с показа-
телем дробности 1. Как это видно из диаграммы, 
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переходные характеристики САУ совпадают, что 
подтверждает корректность подхода к численной 
реализации типового регулятора. 

 

 
 

Рис. 3. Переходная характеристика реального  
дифференцирующего звена;  

1 – непрерывная реализация, 2 – численная  
реализация ИДП с показателем дробности 1 
 
 

 
 

Рис. 4. Переходные характеристики САУ  
с типовым регулятором: 

1 – непрерывная реализация регулятора,  
2 – численная реализация регулятора  

с показателем дробности 1 
 
На рис. 5 представлены переходные характери-

стики САУ с обычным регулятором и регулятором с 
показателем дробности 0,5. Как это следует из ре-
зультатов анализа и приведенных иллюстраций, ис-
пользование дробной производной в типовом регу-
ляторе для конечномерных объектов не обеспечива-
ет существенного улучшения показателей качества 
переходных процессов. Для объектов с транспорт-
ным запаздыванием также не зафиксировано каких-
либо преимуществ. Напротив, для бесконечномер-
ных объектов вида дробного апериодического звена, 
использование дробной производной в типовом ре-
гуляторе позволяет существенно улучшить показа-
тели качества переходных процессов по сравнению 

с обычным регулятором, а именно, уменьшить вре-
мя регулирования (рис. 6). Дробная интегральная 
компонента не позволяет получить требуемый поря-
док астатизма ввиду конечности времени интегри-
рования при ее численной реализации.  

 

 
 

Рис. 5. Переходные характеристики САУ  
с типовым регулятором: 

1 – обычный регулятор, 2 – регулятор с показателем 
дробности 0,5 

 
 

 
 

Рис. 6. Переходные характеристики САУ  
с типовым регулятором и объектом с дробным  

интегрированием: 
1 – обычный регулятор, 2 – регулятор с показателем 

дробности производной 0,3, объект с показателем 
дробности интеграла 0,5 

 
Наилучшие результаты достигаются в том слу-

чае, если показатели дробности регулятора и объек-
та совпадают. Причина указанного явления состоит 
в частичной компенсации полюсов передаточной 
функции объекта. 
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Перспективы дальнейших исследований за-
ключаются в обосновании алгоритмов численной 
реализации интегро-дифференциальных преобразо-
ваний для систем реального времени 

 
Заключение 

 
Предлагаемый подход к усовершенствованию 

типовых регуляторов в каналах селектора ЭСУ ГТД 
основан на обоснованных методах численных реше-
ний интегральных уравнений Вольтерры во времен-
ной области. Подход к построению типовых регуля-
торов с нецелочисленным указателем интегро-
дифференциального преобразования может быть 
эффективным для регулирования температурного 
режима двигателя, поскольку в этом случае обосно-
ванный алгоритм управления с дробным типовым 
регулятором соответствует математической модели 
процессов в объекте. 
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ДОСЛІДЖЕННЯ ХАРАКТЕРИСТИК ТА МОЖЛИВОСТЕЙ  

ТИПОВИХ РЕГУЛЯТОРІВ ІЗ НЕЦІЛКОВООБЧИСЛЮВАНИМ ПОКАЗНИКОМ  
ІНТЕГРО-ДИФЕРЕНЦІЙНОГО ПЕРЕТВОРЕННЯ  

В. Ф. Миргород, І. М. Гвоздева 
В роботі пропонується підхід до побудови типових регуляторів із нецілковообчислюваним показником 

інтегро-диференційного перетворення. Отримані логарифмічні частотні характеристики регуляторів з різ-
ними значеннями показника дрібного інтегрування та диференціювання. Вирішена задача обчислюваного 
моделювання типового регулятора. Еквівалентне представлення математичних моделей інтегро-
диференційного перетворення пропонується відшукувати в вигляді оператора Вольтерри. Виконано аналіз 
перехідних процесів в системі автоматичного управління із дробовим типовим регулятором. Встановлені 
області переважного застосування типових регуляторів із нецілковообчислюваним показником інтегро-
диференційного перетворення. Розроблено програмно-алгоритмічне забезпечення для реалізації пропонова-
ного підходу 

Ключові слова: математична модель, система автоматичного управління, типовий регулятор, дрібна 
похідна, обчислювальне рішення   

 
INVESTIGATION OF CHARACTERISTICS AND OPPORTUNITIES 

 OF TYPICAL REGULATORS WITH UNKNOWLEDGE INDEX  
OF INTEGRO-DIFFERENTIAL TRANSFORMATION 

V. F. Mirgorod, I. M. Gvozdeva 
The paper proposes an approach to development of typical regulators with an integer index of integro-

differential transformation. Logarithmic frequency characteristics of regulators with different values of the index of 
fractional integration and differentiation are obtained. The problem of numerical modeling of a typical regulator is 
solved. An equivalent representation of mathematical models of the integro-differential transformation is proposed 
to be sought in the form of a Volterra operator. The analysis of transient processes in the automatic control system 
with a fractional type regulator is performed. Areas of the preferred application of typical regulators with noninteger 
index of integro-differential transformation are established. The software and algorithmic support for the implemen-
tation of the proposed approach has been developed. 

Keywords: mathematical model, automatic control system, type controller, fractional derivative, numerical so-
lution 
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