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МОДЕЛЮВАННЯ  ТЕЧІЇ  ПРИМЕЖОВОГО ШАРУ   

ПРИ РУСІ ТОНКОГО ПРОШАРКУ РІДИНИ 
 
Наведено результати математичного модулювання спільного руху водяної плівки у спутному повітря-
ному потоці. В роботі пропонуються метод та модель розрахунку протікання  водяної плівки в спут-
ному повітряному потоці,  який базується на ідеї зрощення рішень граничних прошарків повітряної та 
рідкої фаз. Результати розрахунків градієнтних течій, які реалізовуються на верхній поверхні профілю 
крила, свідчать про зміну характеру протікання водної плівки, а також дозволяють зробити висновок 
про посилення дії градієнта тиску при наявності тонкого водяного шару на поверхні тіла, яке обтика-
ється, що при певних умовах може призвести до передчасного відриву повітряного потоку та погір-
шенню в цілому аеродинамічних характеристик літака.  
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Багато важливих для практики задач обтікання 

тіл двофазним потоком, компонентами якого є пові-
тря (газ) та вода (рідина), так як і у випадку однорі-
дного середовища, можуть бути вирішені в набли-
женні до примежового шару, котрий при цьому збе-
рігає основні структурні признаки однофазного ша-
ру. Однак, в залежності від масового співвідношен-
ня фаз (від ступеня водності) в ньому проявляються 
важливі особливості, суть яких полягає у створенні 
та русі тонкого прошарку рідини по поверхні, яку 
вона обтікає. 

Велика кількість праць присвячена вивченню 
розшарованих течій з метою моделювання гідроди-
намічних процесів, які впроваджуються в різних 
галузях техніки [1 – 17]. Варто зазначити, що дослі-
дники, в основному, найбільшу увагу приділяють 
розгляду двофазних течій з ламінарним потоком 
газу [2, 3], і лише невелика кількість праць присвя-
чена двофазним течіям з турбулентним граничним 
шаром, не враховується неоднорідна структура межі 
розділу фаз [4, 5]. 

В [6, 7] показано, що протікання рідкої плівки 
під дією повітряного потоку в досить широкому 
діапазоні значень швидкості повітря та витрат води 
в плівці носить двопараметричний характер та зале-
жить від чисел Рейнольдса повітря Reх,2 та водяної 
плівки Re1. Експериментально встановлено, що у 
всіх випадках поверхня розділу фаз повітря – вода 
вкрита складною системою хвиль, параметри яких 
мають випадковий характер [6]. При цьому очевид-
но, що параметри повітряного потоку впливають на 
рух плівки, в той час як характер протікання рідини 
викликає зміни в структурі повітряного середовища. 

Математичний опис вказаних явищ зв’язаний з 
низкою труднощів, які полягають у складності облі-
ку всіх процесів, які протікають в плівці та повітря-
ному потоці, що в свою чергу призводить до необ-
хідності введення окремих припущень при прове-
денні теоретичних розрахунків. 

Під час розгляду низки фізичних процесів, дос-
татньою виявляється модель протікання в набли-
женні нестисливого газового потоку при відсутності 
тепломасопереносу. Такі завдання зустрічаються, 
наприклад, в авіаційній техніці під час визначення 
аеродинамічних характеристик обтікаючих констру-
кцій при наявності тонких рідких плівок. 

В даній праці пропонуються метод та модель 
розрахунку спільного протікання водяної плівки з 
попутним повітряним потоком, що ґрунтується на 
ідеї зрощення рішень рівнянь граничних прошарків 
повітряної та рідкої фаз. Концепція моделі будуєть-
ся на наближенні щодо ламінарного режиму руху в 
плівці та турбулентного в потоці повітря. На межі 
розділу двох фаз ставиться умова неперервності 
напружень тертя та швидкості, а її структура перед-
бачається нерівномірною. Протікання в загальному 
випадку вважається градієнтним та плоским. 

Розрахунок характеристик повітряного потоку 
проводиться шляхом числового інтегрування систе-
ми диференційних рівнянь. 
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де нu u / u , нv v / u ; нu  – швидкість на зовніш-
ній межі рухомого прошарку; 

u , v   – повздовжня та поперечна складові сере-
дньої швидкості в граничному прошарку;  

  – дотикове напруження; 
х, у – повздовжня та поперечна координати. 

Далі по тексту в формулах індексом 1 позначе-
но параметри водяної плівки, 2 – повітряного пото-
ку, абревіатурою «гр» - параметри на межі розділу 
фаз (граничні). 

Граничні умови наступні: 
 

2 грu  u , 2 грv v , 2 гр      при 1y   ; 

2 нu  u , 2 0   при 2y   . 
 
В даному разі  1  - середня товщина водяної плівки. 
Оскільки друга гранична умова асимптотична, в 
якості товщини 2  , що обмежує розрахункову об-
ласть, приймається таке значення координати y , 
при якому 2 нu  0,995u . 

Замикання системи здійснюється за допомогою 
формули Буссінеска: 

 
2 е 2 е 2 2T u / y,               , 

 
де 2 2T,     – динамічні коефіцієнти молекулярної та 
турбулентної густини. 

Для знаходження 2T  використовується алгеб-
раїчна модель [8], яка добре себе зарекомендувала в 
розрахунках різного класу градієнтних течій, як на 
гладкій так і на шорсткій поверхнях: 

 

   2T 2 * * Δv th l / Δ ,         

 
де   - емпірична постійна, l  - довжина шляху змі-

щення;     – функція, яка враховує вплив зміню-

ваності потоку; 1 2y    - безрозмірна поперечна 
координата;  
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    – параметр довжини Ротте-

Клаузера;  

2 2 *u  u / v   - приведена до масштабу закону сті-
нки повздовжня складова середньої швидкості;  

* 2 2v  /    - динамічна швикість;  

2  – густина;  

* 1  Φ    , при  Φ 0  та * 1 / (1  Φ )     при 
Φ 0 ; 2 грΦ ( / )(dp / dx)    - параметр градієнта 

тиску.  
При цьому: 
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де K , 1 x , 2 x  - емпіричні коефіцієнти,  

* 2Δy  Δyv / v  , Δy  - функція, яка враховує 
вплив шорсткості. У відповідності з [9] 
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У цьому рівнянні u  - функція зміщення ло-
гарифмічної ділянки профілю швидкості за рахунок 
впливу шорсткості; В – постійна логарифмічного 

закону 2u (1/ K)ln(y / h ) B   , визначається у 
відповідності до результатів експериментальних 

досліджень  7  як В=75,4R 0,204
x,2e ; * 2h hv / v  ;  

h – висота хвильової шорсткості, для розрахунку 
якої використовується апроксимаційний вираз з  7 ; 

глС  - постійна логарифмічного закону для гладкої 
поверхні.  

Система рівнянь (1), (2) вирішується методом 
прямих. Значення вищезгаданих коефіцієнтів  K  та 
x  відрізняються від загальноприйнятих, чим врахо-
вується в моделі турбулентної густини потоку гете-
рогенна структура потоку. Величина К = 0,64 отри-
мана в експериментах  7 , при яких закон логариф-
мічного розподілу швидкості вважається справедли-
вим по всій товщині зовнішнього потоку. Оскільки, 
в моделі що використовується в даному випадку 

2Т  визначаюча у зовнішній області – постійна 
Клаузера x , її величина для гетерогенного потоку 

гтx  обчислюється перерахунком загальноприйнято-
го для гомогенного потоку значення  гтx 0,0168  
та складає гтx 0,0268.  

Висновок основних співвідношень для знахо-
дження параметрів ламінарної рідкої плівки пред-
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ставлено в  10 , де приведено кінцеві рівняння, що 
ввійшли в загальну модель розрахунку, в якій вра-
ховуються наступні граничні умови: 
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Характер розподілення швидкості в рідкій плі-

вці що рухається під дією повітряного потоку можна 
оцінити із виразу 
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де y  – поперечна координата, яка дозволяє при під-
становці значення товщини плівки 1  отримати ве-
личину швидкості на поверхні розділу повітря – 
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де 1v  кінематична густина , 1G  – масова витрата 
рідини в плівці. 

Розрахунок потоку починається з задавання 
початкового профілю швидкості. З цією метою ви-
конується інтегрування звичайного диференційного 
рівняння, отриманого з (1), (2) шляхом перетворення 
Блазиуса ( н 2 2 u y / v x , u  = /  ): 
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де  – функція струму,  

0 н нm (x / u )( u / x)    – параметр градієнта / 
тиску, 

0x  – координата початкових значень. 

Результати розрахунків, а також дані  11  да-
ють змогу зробити висновок про досить швидку ло-
калізацію помилок, пов’язаних з неточністю задання 
початкових умов на основі (5). 

Граничні умови встановлюються наступні: 
 

'
гр 10,   u  ,  при  y ;       

' ''
2  1,  0 ,  при y .       

 
Рівняння (5), попередньо приведене до системи 

трьох звичайних диференційних рівнянь першого 
порядку, інтегрується методом Рунге – Кутта четве-

ртого порядку. Невідоме значення ''
0  при y = 0 ви-

значається методом стрільб шляхом перевірки вико-
нання граничних умов на верхній границі. При цьо-
му кожне наближення *  використовується для ви-
значення коефіцієнта опору fс , по якому згідно з 
(3), (4) розраховуються значення товщини плівки та 
швидкості на межі розділу фаз, необхідні для задан-
ня граничної умови на нижній межі. Аналогічна 
процедура зрощення рішень виконується на кожно-
му наступному кроці по координаті х. 

В результаті програмної реалізації викладених 
вище міркувань були проведені систематичні розра-
хунки двофазних течій з поверхнею розділу фаз. В 
якості параметра, згідно якого здійснювалось співс-
тавлення розрахунків з результатами експеримента-
льних досліджень, взята 1 . Для ілюстрації можли-
востей запропонованих метода та моделі розрахунку 
чисельно моделювались умови експериментів низки 
авторів [6, 12] з подальшим співставленням розра-
хункових та експериментальних даних. 

На рис. 1 показано зміну товщини плівки 1  по 
довжині плоскої пластини, з якого можна судити 
про характер течії тонкого шару води під дією пові-
тряного потоку (точками показані експериментальні 
значення [12], хрестиками - вирахувані; криві 
1 dp / dx 0;  2 dp / dx 0;      u2 = 20 м/с; Re1 = 198). 
Найбільш показові в плані оцінки достовірності 
проведених теоретичних досліджень при різних чи-
слах Рейнольдса повітря та рідкої плівки, порівнян-
ня розрахунків з експериментами [6], представлено 
на рис. 2 ( криві 1 - 3 – Re1 = 400, 200, 100). 
 

 
 

Рис. 1. Зміна товщини плівки по довжині  
плоскої пластини 
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Рис. 2. Зміна товщини плівки в залежності  
від параметрів потоку повітря 

 
 
Результати розрахунків градієнтних течій, які 

реалізовуються на верхній поверхні профілю крила 
NACA-2211 при нульовому куті атаки (див. рис. 1, 
крива 2), свідчать про зміну характеру протікання 
плівки, а також дозволяють зробити висновок про 
посилення дії градієнта тиску при наявності тонкого 
водяного шару на поверхні тіла яке обтикається, що 
при певних умовах може призвести до передчасного 
відриву повітряного потоку.  

Однак приведені розрахунки 1  при значенні 
dp / dx , відмінному від нуля, потребують додатко-
вої експериментальної перевірки та уточнення па-
раметрів, які визначають хвильову шорсткість пове-
рхні рідкої плівки. 

Проаналізувавши рис. 1 та 2, не дивлячись на 
отриману якісну відповідність, у всіх випадках має 
місце систематичне відхилення розрахункової тов-
щини плівки у порівнянні з виміряною. Подібна кі-
лькісна розбіжність може бути пояснена низкою 
прийнятих раніше припущень, зокрема, неврахуван-
ня турбулизуючої дії зовнішніх факторів на харак-
тер протікання водяної плівки. 

Разом з тим, отримані результати свідчать про 
можливість застосування даного підходу до моде-
лювання та розрахунку такого типу гетерогенних 
течій. 
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МОДЕЛИРОВАНИЕ ТЕЧЕНИЯ ПОГРАНИЧНОГО СЛОЯ  
ПРИ ДВИЖЕНИИ ТОНКОГО СЛОЯ ЖИДКОСТИ 

С. Е. Агеев 
Приведены результаты математического моделирования совместного движения водной пленки в спут-

ном воздушном потоке. В работе предлагаются метод и модель расчета течения водной пленки в спутном 
воздушном потоке, который основывается на идее сращивания решений пограничных слоев воздушной и 
жидкой фаз. Результаты расчетов градиентных течений, реализующиеся на верхней поверхности профиля 
крыла, свидетельствуют об изменении характера течения водной пленки, а также позволяют сделать заклю-
чения об усилении действия градиента давления, который в соответствующих условиях может привести к 
преждевременному отрыву воздушного потока и ухудшению в целом аэродинамических характеристик са-
молета. 

Ключевые слова: математическое моделирование, движение жидкости в потоке воздуха, градиент да-
вления, турбулентность. 
 

MODELLING THE BOUNDARY LAYER IN A THIN LAYER OF FLUID MOTION 
S. E. Agehev  

The results of mathematical modeling of the joint motion of the water film in the wake airflow. In this paper 
had proposed method and model for calculating the flow of the water film in the wake air flow, which is based on 
the idea of matching solutions of boundary layers of air and liquid phases. The results of calculations of gradient 
flows is implemented on the upper surface of the wing profile indicate the change in the nature of flow of the water 
film, and also allow us to conclude about strengthening action of the pressure gradient, which in certain conditions 
can lead to early separation of air flow and a deterioration in the overall aerodynamic characteristics of the aircraft. 

Keywords: mathematical modeling, fluid motion in the air flow, the pressure gradient, the turbulence. 
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