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ВЫЧИСЛИТЕЛЬНАЯ РЕАЛИЗАЦИЯ МАТЕМАТИЧЕСКИХ МОДЕЛЕЙ 
ПРОСТРАНСТВА СОСТОЯНИЙ В ФОРМЕ ГАММЕРШТЕЙНА  

 
Предложен подход к решению проблемы создания и реализации класса новых математических моделей 
процессов управляемого изменения состояния силовых и энергетических установок для получения оце-
нок выходных переменных, недоступных для непосредственного измерения, с помощью разработанных 
методов эквивалентных и аппроксимационных преобразований моделей в виде нелинейных дифферен-
циальных уравнений пространства состояний к математической модели в форме Гаммерштейна с 
линейной частью в виде многомерной следящей системы, что позволило учесть априорную информа-
цию о нелинейных статических характеристиках и динамику отклонений от них и за счет этого 
уменьшить ошибки моделирования и вычислительную сложность реализации математических моде-
лей. 
 
Ключевые слова: математическая модель, процессы управляемого изменения состояния, оценка со-
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Введение 

 
Состояние силовых и энергетических устано-

вок (СиЭУ) определяется по их выходным перемен-
ным, наиболее важные из которых (располагаемая 
мощность, тяга, запас газодинамической устойчиво-
сти и др.) недоступны для непосредственного изме-
рения в эксплуатационных условиях. Оценки таких 
переменных могут быть получены только методами 
математического моделирования, для реализации 
которых в современных технических средствах 
управления, контроля и диагностирования состоя-
ния необходимы соответствующие математические 
модели (ММ).  

Требования к таким моделям обусловлены 
также необходимостью их реализации непосредст-
венно в составе бортовых и наземных технических 
средств, а именно:  

– ошибки моделирования должны быть сопос-
тавимы с ошибками измерительных каналов (ИК) 
для непосредственно измеряемых переменных (па-
раметров); 

– временной такт выдачи данных (время моде-
лирования) не должен превышать временной такт 
указанных цифровых ИК. 

Таким образом, указанные ММ должны давать 
возможность получения оценок переменных, недос-
тупных для непосредственного измерения, с допус-
тимыми ошибками и в масштабе времени, близкому 
к реальному. 

 

1. Формулирование проблемы 
 
Известные термогазодинамические [1 - 4] и 

феменологические [4 - 6] математические модели не 
разрешают существующее противоречие между не-
обходимой и достижимой (на их основе) точностью 
воспроизведения недоступных для непосредствен-
ного измерения выходных переменных, что обеспе-
чивает реализацию исследования процессов измене-
ния состояния, перспективных методов управления, 
контроля и диагностирования технического состоя-
ния объектов, а также противоречие между вычис-
лительной сложностью ММ и возможностями их 
реализации в бортовых и наземных средствах.  

Целью работы является компьютерная реали-
зация математических моделей процессов управ-
ляемого изменения состояния силовых и энергети-
ческих установок, предназначенных для использо-
вания непосредственно в составе бортовых и назем-
ных средств реального времени для управления, 
контроля состояния и диагностирования, которые 
обеспечивают получение оценок переменных, не-
доступных для непосредственного измерения. 
 

2. Решение проблемы 
 

Полагается, что все переменные в ММ приве-
дены к САУ, а уравнения статики решены в явном 
виде в функции от режимной переменной 

 
     st st st sts s , y y s     
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 В. Ф. Миргород, В. В. Данилов 
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Тогда уравнения СиЭУ в параметризованном 
виде могут быть представлены следующим образом 

 

     1 2dx dt f x, u s ,s , y f x, u s , s 
       , 

 
где x  – вектор состояния;  

u  – вектор смены состояния; 
y  – вектор наблюдения;  

1f


 и 2f


 – вещественные векторные функции.  
В [7 - 9] предложены ММ процессов управляе-

мого изменения состояния СиЭУ, основными отли-
чиями которых является непосредственная привязка 
к СХ и структурная организация в виде следящих 
систем. Такие ММ описываются следующими ДУ в 
пространстве состояний. 

ММСС 1: 
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ММСС 2: 
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Для удобства дальнейших преобразований вве-

дем следующие обозначения 
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При рассмотрении конкретного k-го участка 
аппроксимации соответствующий индекс у матриц и 
векторов будем опускать.  

Тогда уравнения предлагаемых ММ имеют 
следующий вид.  

ММСС 1: 
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ММСС 2: 
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Для последующего определения свойств (1) и 
(2) установим справедливость следующих лемм. 

Лемма 1 
Если система является линейной и стационар-

ной, A – сопровождающая матрица характеристиче-
ского полинома, то справедливо следующее соот-
ношение 
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Справедливость (3) следует из формулы интег-
рирования по частям и свойств переходной матри-
цы. 

Лемма 2 
Для любой матрицы A и ее резольвенты 

  1рЕ А  , справедливо следующее соотношение 
 

   1 1рЕ А А Е рЕ рЕ А .      (4) 
 

Справедливость (4) следует из представления 

     1рЕ А adj рЕ А det рЕ А       и свойств 
присоединенной матрицы. 

Лемма 3 
Если квадратная матрица A является неособой 

и rankA n , то  
 

2 nrank AA ....A n    .                  (5) 
 
Справедливость леммы следует из теоремы  

Кэли-Гамильтона и свойства ранга произведения 
матриц. Представим ММ (1) в виде: 
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Тогда решение (6) может быть записано следующим 
образом 
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Опираясь на Лемму 1, получим 
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Отсюда вид решения определяется соотношением 
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Примечательной особенностью решения (8) являет-
ся касательное приближение статики 
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Третье слагаемое в (2) является переходной 
компонентой, а четвертое – вектором сноса, запи-
санным в известной форме интеграла Дюамеля. 

Подставляя (2) во второе уравнение (6) и про-
изводя сокращение, получим решение относительно 
выхода 
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Для получения передаточных функций запи-
шем (6) в следующем виде 
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Применяя к левой и правой частям (10) преоб-
разование Лапласа, получим для изображений 
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Используя Лемму 2 в форме 
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преобразуем (11) к виду 
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Поскольку в данной модели  st kx t const
 , то 

    st k st kL x t x t p
  . 

С учетом последнего представления, решение в 
изображениях имеет вид 
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которое полностью согласуется с решением для 
оригиналов в виде (8). 

Представляя (12) в виде соотношений для изо-
бражений выходных координат 
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и выполняя необходимые сокращения, получим 
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что также соответствует решению (9) для оригина-
лов.  

Из (12) и (13) следуют выражения для матрич-
ных передаточных функций ММСС: 
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По отношению к кусочно-линейно аппрокси-

мированной функции    st st kx t x t b s  
   переда-

точная функция ММСС 1 является единичной. 
Полученные решения и эквивалентные опера-

торные формы ММСС 1 позволяют выяснить не 
только качественный характер ММ, но и являются 
основой для численной реализации предлагаемой 
модели. 

Для ММ (2) фиксированными на интервалах 
аппроксимации являются только элементы матриц A 
и C. Поэтому решение (2) имеет вид 
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Используя Лемму 3, (16) можно представить 

следующим образом 
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В данной ММ входом является вектор, соот-

ветствующий положению изображающей точки на 
СХ, а решение в явном виде имеет компоненту, от-
ражающую изменение положения этой точки. Вто-
рое слагаемое в (17) – переходная компонента, а 
третья – вектор сноса, также как и в ММСС 1 запи-
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сываемый в форме интеграла Дюамеля. Поэтому 
(17) допускает следующее приближенное представ-
ление 
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Таким образом, если СХ аппроксимируются 

касательными, решение (18) совпадает с (8), что 
отражает более общий характер ММСС 2. Для вы-
ходных координат, соответственно, получаем 
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Передаточные функции ММСС 2 образуются 

на основе преобразования Лапласа 
 

         1 1
k stX p рЕ А x t рЕ А АL x .    

   
 
Используя Лемму 4, получим 
 

       
   

1
k st

1
st

X p рЕ А x t L x

    рЕ А рL x .





   

 

 

       (20) 

 

Если учесть    st
st st k

dx
pL x x t

dt
 


  , то (20) 

полностью соответствует решению (18) в оригина-
лах. Для выходных координат имеем 

 

   
       

st
1 1

k st

L y CL x x

C рЕ А x t C рЕ А pL x . 

   

   

  

    (21) 

 
Из (20) и (21) следуют передаточные функции 

ММСС 2: 
 

   

 
1 st

1
x x

1

W p E рЕ рЕ А

               рЕ А A,





   

  
             (22) 

   1 st
1

x xW p pC рЕ А .               (23) 
 
Матричные передаточные функции позволяют 

получить в параметризованном виде частотные ха-

рактеристики и оценить полосу пропускания, запасы 
устойчивости и другие важные свойства СиЭУ по их 
моделям. 

Для компьютерной реализации предлагаемых 
ММ в бортовых и наземных средствах необходимы 
соотношения в виде разностных уравнений или ре-
куррентных соотношений. Применяемый для из-
вестных ММ способ предполагает использование 
метода Эйлера, который имеет известные недостат-
ки, т.к. требует чрезмерно малых шагов временной 
дискретизации. 

Для получения уравнений компьютерной реа-
лизации используем соотношение (18), т.к. оно 
обобщает, как ММСС1, так и известные ММ. Вве-
дем временной шаг дискретизации n 1,k n,kt t t    
в пределах учета аппроксимации СХ, связанный с 
индексом k. Тогда матрица перехода имеет вид 

 

 k t tn 1,k n,k k t
A

A
kxA e e ,    (24) 

 
а вектор смены состояний описывается выражением 

 

   
k,n

k

k,n

t t
A t

kn k
t

b e b s ds.


 
 

 

 
В пределах участка аппроксимации СХ исполь-

зуем одну из предлагаемых кусочно-линейных ап-
проксимаций вектора  kb s


 – по касательной в точ-

ке перехода, по касательной в промежуточной точ-
ке, либо секущую. В любом случае  kb s const


. 

Далее будем полагать, что допустимо считать, что в 
пределах одного участка режимная переменная из-
меняется кусочно-линейно. Отсюда вспомогатель-
ный вектор перехода допускает представление 

 

   
k,n

k k

k,n

t t t
A t A t

ks k k
t 0

b e b d e b d
 

     
  

  (25) 

 
и является постоянным в пределах участка аппрок-
симации СХ. 

Следуя (24), (25), получаем рекуррентную про-
цедуру вычисления значений координат вектора 
состояния 

 

   
     

n 1,k st n 1,k

k,s n,k st n,k ks k n

x t x t

A x t x t b s t ,

  

     

 

   (26) 

 
либо в следующем виде 
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     

     
n 1,k k n,k ks k n

n 1,k n,k n 1,k

x t A x t b s t ,

x t x t x t .



 

   

  

 

    (27) 

 
Вектор выхода определяется соотношением 
 

     n 1,k n,k k n 1,kst
y t y t C x t .   
    (28) 

 
Для ММСС 1 соответствующие рекуррентные 

процедуры имеют следующий вид при тех же допу-
щениях 

 

       

     
n 1,k st k k,s n,k k

k n,k st k ks k n

x t x t b s t s t

A x t x t b s t .

      
     

 

   (29) 

 
Отличие (29) от (26) заключается в кусочном 

постоянстве значений stx  на участках аппроксима-
ции. 

Компьютерная реализация ММ требует опре-
деления двух наборов массивов: двумерного в виде 
матрицы перехода согласно (24) и одномерного в 
виде вектора перехода согласно (25) для заданных 
СХ, причем такие массивы могут быть сформирова-
ны заблаговременно для каждого из участков ап-
проксимации (т.е. не требуют вычислений в реаль-
ном времени). Важная особенность численной реа-
лизации предлагаемых ММ заключается в необхо-
димости достижения соответствия значения произ-
водной режимного параметра конкретному участку 
аппроксимации. Такое соответствие достигается 
реализацией следующего алгоритма: 

1) по таблично заданным СХ определяются по-
луотрезки участков аппроксимации  k k 1s ,s  ; 

2) как только для измеренного значения ре-
жимного параметра  ns t  устанавливается принад-
лежность конкретному отрезку аппроксимации 
   n k k 1s t s , s  , из массивов матриц и векторов 

перехода извлекаются их конкретные значения, со-
ответствующие данному участку, т.е. формируются 

 n,k kx kss t A , b


; 

3) для каждого из интервалов счета определя-
ется оценка  k ns t , например, один из известных 
численных методов оценки производной непрерыв-
но изменяющейся функции времени; 

4) формируются согласно (27), (28), (29) моде-
лируемые значения переменных и осуществляется 
возврат к п. 2.  

Алгоритм компьютерной реализации предла-
гаемых ММ в наиболее отчетливом виде иллюстри-
руют их преимущества, а именно: жесткая и физи-
чески объяснимая привязка к ходу изображающей 

точки на СХ, повышение точности за счет точных 
методов, определения матрицы перехода, физически 
объяснимый учет зависимостей от скорости пере-
мещения изображающей точки на СХ. Таким обра-
зом, имея в виду целевую установку работы в полу-
чении ММ, реализуемых в бортовых технических 
средствах в масштабе времени, близком к реально-
му, предлагается следующий алгоритм реализации: 

1) наборы матриц k kA ,C  для каждого из уча-
стков аппроксимации (при необходимости k kB , D ) 
задаются в виде таблиц (массивов) СХ основных 
переменных; 

2) заранее вычисляются для заданного интер-
вала временной дискретизации t  массивы матриц 
перехода kA  и вспомогательных векторов перехода 

kb


; 
3) вычисляются по полиномиальной модели 

данные в реальном времени о значениях stx  и sty  в 
зависимости от имеющихся данных значений ре-
жимной переменной – статическая модель; 

4) вычисляются в реальном времени данные о 
значениях скорости изменения режимной перемен-
ной; 

5) формируются в реальном времени модели-
руемые значения переменных в динамике согласно 
(19), (21), (25). 

 

Заключение 
 

Основные результаты работы заключаются в 
том, что предлагается и обосновывается подход к 
решению проблемы получения и вычислительной 
реализации новых математических моделей управ-
ляемого изменения состояния силовых и энергети-
ческих установок на основе эквивалентных преобра-
зований моделей, представленных в общем виде 
нелинейных дифференциальных  уравнений к мате-
матической модели в форме Гаммерштейна, в кото-
рой нелинейный оператор воспроизводит статиче-
ские характеристики объекта, а линейная часть ор-
ганизована в виде астатической многомерной сле-
дящей системы, что обеспечивает уменьшение оши-
бок моделирования, а также сокращение вычисли-
тельных ресурсов, необходимых для компьютерной 
реализации.  
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ОБЧИСЛЮВАЛЬНА РЕАЛІЗАЦІЯ МАТЕМАТИЧНИХ  

МОДЕЛЕЙ ПРОСТОРУ СТАНІВ У ФОРМІ ГАММЕРШТЕЙНА 
В. Ф. Миргород, В. В. Данилов 

Запропоновано підхід до вирішення проблеми створення і реалізації класу нових математичних моде-
лей процесів керованої зміни стану силових і енергетичних установок для отримання оцінок вихідних змін-
них, недоступних для безпосереднього виміру, за допомогою розроблених методів еквівалентних і апрокси-
маційних  перетворень моделей у вигляді нелінійних диференціальних рівнянь простору станів до матема-
тичній  моделі у формі Гаммерштейна з лінійною частиною у вигляді багатовимірної системи, що стежить, 
що дозволило врахувати апріорну інформацію про нелінійні статичні характеристики і динаміку відхилення 
від  них і за рахунок цього зменшити помилку моделювання та обчислювальну складність реалізації матема-
тичних моделей. 

Ключові слова: математична модель, процеси керованої зміни стану, оцінка стану, форма Гаммерш-
тейна. 

 
CALCULABLE REALIZATION OF MATHEMATICAL MODELS  

OF STATE SPACE IN FORM HAMMERSHTEIN 
V. F. Mirgorod, V. V. Danilov 

Offered approach to the solution of problem of creation and realization of class of new mathematical models 
for  processes of the change of the power and power options state for derivation of outgoing variables estimations 
which are inaccessible for the direct measuring. Approach is realized  by the help of the developed methods of 
equivalent and approximation models transformations in the form of nonlinear differential equalizations of  state 
space to the mathematical model in form Hammershtein  with linear part in the form of tracker system .It allowed to 
take into account a priori information about nonlinear static characteristics and dynamics of deviations from them 
and due to what to decrease  modeling  errors and calculable complication of realization model mathematical. 

Keywords: mathematical model, processes of the controlled change of the state, estimation of the state, form 
of Hammershtein. 
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