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МОДЕЛЬ ДВИЖЕНИЯ ЗАРЯЖЕННОГО ГИРОСКОПА  
 
В качестве модели заряженного гироскопа предложен электрон. Показано, что электрон ведет себя 
как обычный волчок, если центр его тяжести и жесткости не совпадают. При этом возникший резо-
нансный момент импульса равен экспериментальному значению квантовой модели электрон-волна для 
скоростей вращательного движения меньших скорости света. В модели учтено внутреннее демпфи-
рование колебаний электрона, где гистерезисные потери могут наблюдаться и для магнитного мо-
мента. Доказано, что периодический крутящий момент находится в резонансе с механической систе-
мой модели электрона-гироскопа и создает резонансный момент импульса для линейных скоростей 
вращательного движения, меньших скорости света, соответствующий моменту импульса электрона. 
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Гироскопические приборы получили широкое 

применение в таких отраслях, как судоходство, 
авиация и космонавтика. Гироскоп чаще всего при-
меняется как чувствительный элемент указывающих 
гироскопических приборов и как датчик угла пово-
рота или угловой скорости для устройств автомати-
ческого управления. В некоторых случаях, напри-
мер в гиростабилизаторах, гироскопы используются 
как генераторы момента силы или энергии. Гиро-
скопы используются в виде компонентов как в сис-
темах навигации (авиагоризонт, гирокомпас, ИНС и 
т. п.), так и в нереактивных системах ориентации и 
стабилизации космических аппаратов. Постоянно 
растущие требования к точностным и эксплуатаци-
онным характеристикам гиро-приборов обуславли-
вают  актуальность разработки новых идей, которые 
позволят решить проблему создания чувствитель-
ных датчиков для измерения и отображения пара-
метров углового движения объекта, а также новых 
моделей гироскопического движения.  

Рассмотрим в качестве модели заряженного ги-
роскопа электрон, имеющий форму неидеального 
шара с эксцентриситетом силы тяжести, позволяю-
щим представить его симметричным волчком [1]. 

Под неидеальным шаром будем понимать та-
кой шар, у которого центр жесткости (геометриче-
ский центр) образует идеальный шар, где моменты 
инерции относительно любых осей, проходящих 
через центр жесткости, равны 0I I I I     . 

Центр тяжести не совпадает с центром жесткости и 
имеет незначительный эксцентриситет ε. Если ось 

Оζ провести через центр жесткости и центр тяжести 
(отрезок ε), то моменты инерции относительно осей 

ζ, ξ, η будут равны 0I I  ; 2
0I I I I m      , 

отношение 0I I  равно  2 2
0I I 1 5 2R   , где m, 

R – масса и радиус шара (рис. 1, а). 
В этом случае неидеальный шар можно рас-

сматривать как вытянутый вдоль оси ζ волчок 
( 0I I ). Проведем ось ζ перпендикулярно прямой, 
соединяющей центр жесткости и центр тяжести (от-
резок ε), и перпендикулярно плоскости, в которой 
находятся отрезок ε и оси ξ, η. Оси ξ и η проведем 
под углом π/4 к отрезку ε. Тогда момент инерции 

относительно оси ζ будет равен  2
0 0I I I m     , а 

моменты инерции относительно осей ξ и η, соответ-

ственно, равны 2
0I I I I m 2      . В этом слу-

чае неидеальный шар можно рассматривать как 
сплюснутый (рис. 1, б) вдоль оси ζ волчок  ( 0I I ). 

Запишем уравнения Лагранжа для выбранной 
модели:  

  2
z z k

z z k 0 k u

0

I Isin cos In sin M ;

I sin 2I cos I M ;

I d dt 0.




 





        
         
  

 (1) 

Из последнего уравнения (1) получим 
const  . Второе уравнение (1) может быть пред-

ставлено в виде 
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z z k 0 k usin 2 cos I I M I
         . 

Разделим это уравнение на sin  

 
k

z z k2 ctg
1 k sin

  
     

 
. 

Запишем производную z  и приведем уравне-
ние к следующему виду 

 
 

kz
z k

d 2 ctg
dt 1 k sin

 
    

 
.               (2) 

Решим однородное уравнение (2). Применяя 
вариацию постоянной, получим 

z
3 2

d 2Ccos d dC dt
dt sin sin
  

  
 

. 

Подставим полученное равенство в неоднород-
ное уравнение (2) 

 
k

2
dC dt

sin 1 ksin
 


 

. 

Вычислим постоянную интегрирования 

 k sindC
dt 1 k

  



 или k sin

dC dt
1 k
   

  
 

, 

откуда 

1
cos

C C
1 k
 

  


, 

следовательно 

 1
z 2

C cos 1 k

sin
  

 


. 

Выберем начальные условия при t = 0 такими, 
чтоб выполнялось равенство 0   . Тогда выра-
жение для частоты z  при t = 0 примет следующий 
вид 

2
z t 0 2

C cos
,

(1 k)sin
 




 
   

 
 

где 2 1C C (1 k)   - новая постоянная, которую оп-
ределяют из уравнения 

2
2С (1 k)sin     . 

Подставив значение С2 в выражение частоты 

z , для малых значений k 0  получим  

z 2
(1 cos cos )

.
sin

   
 


 

Выражение для частоты z  при t = 0 будет 
2

z t 0 2
(1 cos ) .

sin





  
 


 

При таких начальных условиях (t = 0) прямо-
угольник векторов угловых скоростей вырождается 
в отрезок, направленный вдоль вертикальной оси 
Oz, 

z        . 

Первое уравнение системы (1) может быть 
представлено в виде 

  2
z z ksin cos n sin M I

          . 

Подставив в первое уравнение (1) значение ча-
стоты z  и момента Mk, и для малых значений 

0   и k , используя соотношение  k 1 k(1 k)   , 
получим 

2
k3

(1 cos cos )
k .

cos sin
 

 


  
     

 
       (3) 

Подставим равенства kd / dt      и 

kd / dt    в (3), и запишем уравнение изобра-
жающей точки в виде 

 
 

Рис. 1. Расположение подвижных и неподвижных осей неидеального шара 
(O – центр жесткости; О1 – центр тяжести):  

а – для вытянутого волчка; б – для сплюснутого волчка 
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2k
3 3

2

и3

d 1 2cos[
dt cos sin sin

cos cos
] k 0.

sin







 
  

  

 
    



         (4) 

Умножим на k  и проинтегрируем выражение 
(4). Интеграл от первого слагаемого есть 

2
1 kJ / 2  . Интеграл от второго слагаемого равен 

2

2 2
1 cosJ ln tg .

cos 2 2 2sin




    
    

 

Интеграл от третьего слагаемого есть 
2

2
3 3 2

2cos dJ .
sin sin




 
  

   

Интеграл от четвертого слагаемого равен 
2

2
4 3

2
2

cos cos dJ
sin

1 coscos ln tg .
2 2 2sin




 

  
  



   
   

 


 

Интеграл от пятого слагаемого есть 

2 2
5J k tg d k tg .            

После интегрирования уравнение (4) выглядит 
следующим образом 

2 2
2k

2

2

2cos cos (1 cos )
[

2 2sin cos

1 cos1 ln tg k tg ] h.
2 2 cos

 









     
  

 

 
     



       (5) 

Здесь h – постоянная интегрирования аналогичная 
[2], а выражение энергетического баланса U( )  [3] 
соответствует второму слагаемому левой части 
уравнения изображающей точки (5). Из решения 
задачи о моменте импульса шара-гироскопа [3] из-
вестно, что момент импульса электрона направлен 
по оси Ou и смещен от оси O  на угол равный 

/ 2   . Угол   смещен от  оси O  также на угол 

/ 2    и, следовательно, cos    , где   - ма-
лая величина. Подставив значение cos   в выра-
жение энергетического баланса при условии 
    , получим 

2

2
cosU( ) ln tg 2k .

2 2 sin
    

       
 

Используем выражение U( )  для анализа фа-
зовой картины (рис. 2). В точке 0   кривая энер-
гетического баланса асимптотически стремится к 
 . В точке / 2    её значение  равно 

2k
U

2 2
       

. В точке     кривая асимптоти-

чески стремится к  . 
Кривая энергетического баланса по форме на-

поминает график функции ctg  , сдвинутый по оси 

ординат на величину U
2
 

 
 

, что позволяет аппрок-

симировать U( )  простой функцией 

2
1U( ) ctg U

2
              

, где 2
1  - коэффициент 

аппроксимации. Начальный запас полной энергии 
определяется начальным смещением от вертикаль-
ной оси на угол  , соответствующий на оси абсцисс 
точке   [4]. Он фиксирован  и его значение в точке 
  равно 

 2 2
1U( ) h ctg k / 2 .             

Если сообщить гироскопу начальное возмуще-
ние с начальным запасом полной энергии h, то раз-
ность h U( )   определяет значение ординат 

k( )    фазовой траектории по формуле [4] 

Рис. 2. Кривая энергетического баланса  
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k / 2 / 2 h U( )       . 
На участках, где h U( ) 0   , фазовые траек-

тории отсутствуют. Участок кривой энергетическо-
го баланса, где h U( )  , соответствует участку фа-
зовой траектории, пересекающей ось   в точке  . 
Справа от   нет вещественных ветвей фазовой тра-
ектории. Попав в силу начальных условий на фазо-
вую траекторию, изображающая точка будет дви-
гаться по ней к неустойчивому положению равнове-
сия 0  , но никогда его не достигнет, т. к. для это-
го потребуется бесконечный промежуток времени. 
Время, которое потребуется для этого, равное чет-
верти периода, найдем по формуле [4] 

0

1 dT
2 2(h U( ))

 


  .             (6) 

Подставив в (6) значения h  и U( ) , получим: 

1 0

1T R( )d ;
2 2

1R( ) .
ctg ctg

 
  

 

     


               (7) 

Функция R( )  при 0   обращается в нуль 
R( ) 0  , а в точке     асимптотически стремится 
к бесконечности R( )   . По форме график 

функции R( )  напоминает график функции tg
2
 , 

что позволяет аппроксимировать функцию R( )  
следующей функцией 

2R( ) tg ,
2


  


 

где – 2 коэффициент аппроксимации. 
Подставим значение R( )  в (7) и получим 

2 2

1 10 0

T tg d ln cos
2 22 2 2

( 0) .

  
   

  

     

  

Из последнего соотношения видно, что при 
приближении величины угла   к нулю, время (Т) 
увеличивается неограниченно. Электрон-гироскоп, 
получив надлежащую начальную скорость, будет 
приближаться к неустойчивому положению равно-
весия 0  , но никогда его не достигнет. Из этого 
следует, что ось О  будет направлена почти верти-
кально под очень малым наклоном 0  к верти-
кальной оси Oz. 

В [3] определен момент импульса иL  направ-
ленный вдоль оси Оu . Он образует с осью  О  угол 

/ 2 . Следовательно, момент импульса иL  распо-

ложен почти в горизонтальной плоскости, перпен-
дикулярной вертикальной оси. Вертикальная ось 
проходит через центр тяжести электрона и центр 
неподвижных звезд. Ориентация в пространстве 
(направление) момента импульса в горизонтальной 
плоскости зависит от начальных условий. Частота 
вращения электрона вокруг оси Оu  равна нулю 

u 0  . Отсюда следует, что плоскости «О» и «I» 
совпадают ( 1 0  ). В этом случае расположение 
векторов угловых скоростей характерно для свобод-
ного  симметричного волчка–гироскопа, а иL  явля-
ется спином электрона. 

Полученные результаты  относятся  к  вытяну-
тому  электрону-гироскопу  ( 0I I ), когда вращение 
происходит вокруг оси симметрии, проведенной 
через центр тяжести и центр жесткости (см. 
рис. 1, а). В этом случае, при положительном вра-
щении вектора мгновенной угловой скорости , 
собственная частота вращения 0 положительна. 
Углы между векторами определяются неравенством 
     и вектор угловой скорости , а, следова-

тельно, и вектор В  сонаправленный с  [5] откло-
нен от вектора   по часовой стрелке. Следователь-
но, для вытянутого электрона-гироскопа вектор кру-
тящего момента направлен по оси Оk  от читателя 
[2].  

Если вращение будет происходить вокруг дру-
гой симметричной оси, проведенной перпендику-
лярно прямой, соединяющей центр жесткости и 
центр тяжести (см. рис. 1), то неидеальный шар 
представляет собой симметричный сплющенный 
волчок ( 0I I ). Собственная частота вращения та-
кого волчка 0 , при положительном направлении 
вращения мгновенной оси , отрицательна. Углы 
между векторами угловых скоростей определяются 
неравенством     , и вектор В  отклонен от 
вектора   против часовой стрелки. Следовательно, 
для сплюснутого электрона-гироскопа вектор кру-
тящего момента направлен к читателю [2]. 

 
Выводы 

 
Таким образом, во время вращения волчка об-

разованного неидеальным шаром вокруг различных 
симметричных осей ( 0I  и 0I )  имеет место проти-
воположное направлению вращения собственных 
частот и крутящих моментов ( 0 0;    M M  ), 
что приводит к тому, что ось О  сплюснутого шара 
направлена вертикально вниз    . Отсюда следу-
ет, момент импульса ( иL  - спин), лежащий в гори-
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зонтальной плоскости,  смещен от оси О  на угол 

3
2
 . Тогда момент импульса иL  сплюснутого шара 

направлен противоположно моменту импульса вы-
тянутого шара-волчка. 

Такой результат можно идентифицировать со 
спином «вверх» и спином «вниз», известным в фи-
зике. Точнее для предложенной модели это будет 
спин «влево» и спин «вправо». 
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МОДЕЛЬ РУХУ ЗАРЯДЖЕНОГО ГІРОСКОПУ 
Є. О. Ігуменцев, О. О. Прокопенко 

Як модель зарядженого гіроскопу запропоновано електрон. Доведено, що електрон поводиться як зви-
чайна дзиґа, якщо центр її ваги і жорсткості не збігаються. У цьому випадку виникає резонансний момент 
імпульсу, який дорівнює експериментальному значенню квантової моделі електрон-хвиля для швидкостей 
обертового руху менших швидкості світла. У моделі враховано внутрішнє демпфування коливань електрона, 
де гістерезисні втрати можуть спостерігатися і для магнітного моменту. Доведено, що періодичний момент, 
що крутить, знаходиться в резонансі з механічною системою моделі електрона-гіроскопа і для лінійних 
швидкостей обертального руху, які є меншими швидкості світла, створює резонансний момент імпульсу, 
відповідний моменту імпульсу електрона. 

Ключові слова: гіроскоп, ідеальна сфера, неідеальна сфера, момент імпульсу, вектор, проекція, частота. 
 

CHARGED GYROSCOPE MOVEMENT MODEL  
I. O. Igumentsev, O. O. Prokopenko 

Electron is used in this paper as a model of the charged gyroscope. It is proven that electron behaves like a ordi-
nary  spinning top if its centres of gravity and stiffness do not match. In this case, the resonant angular momentum cre-
ated. It is equal to the value of experimental quantum model of electron-wave if its rotational speed is less than the 
speed of light. During the designing of the model the internal cushioning fluctuations of electron where taken into ac-
count, minor hysteresis losses can also be observed for magnetic moment. It proved that the periodic torque is in reso-
nance with the mechanical system model of electron-gyro. This periodic torque is in a resonant moment of momentum. 
It creates the moment of momentum of the electron for linear speeds rotary motion lower the speed of light. 

Key words: gyroscope, ideal sphere, non-perfect sphere, moment of impulse, vector, projection, frequency. 
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