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Достоверность результатов численного исследования процесса гидродинамической штамповки во 
многом определяется правильным выбором модели пластичности металла деформируемой заготовки. 
Наибольшее распространение в качестве моделей пластичности получили определяющие уравнения, 
позволяющие моделировать пластическое состояние металла в широком диапазоне пластических де-
формаций, скоростей деформаций и температур. Проведен анализ широко используемых в литерату-
ре при моделировании импульсных процессов обработки металлов давлением определяющих уравнений. 
Показана обоснованность выбора уравнения Джонсона-Кука, которое получило большое распростра-
нение благодаря своей простоте и способности удовлетворительного описания кривой пластического 
течения металла в широком диапазоне изменения основных физических параметров при деформирова-
нии, а также наличию в библиотеках материалов практически всех пакетов численного анализа. Про-
ведено численное исследование процесса свободной растяжки трубчатой алюминиевой заготовки с 
использованием определяющего уравнения Джонсона-Кука. Выполнено сравнение результатов модели-
рования с экспериментальными значениями, которое подтвердило хорошую сходимость численных и 
экспериментальных результатов. 
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Введение 
Широкое применение листовой штамповки в 

авиационно-космической отрасли обусловлено воз-
можностью получения прочных и жестких деталей 
при их минимальном весе, высоким коэффициентом 
использования материала и хорошей взаимозаме-
няемостью изготавливаемых деталей. Постоянно 
растущие требования к экономичности, надежности 
и ресурсу современных летательных аппаратов вы-
зывают необходимость применения в их конструк-
циях жаропрочных и нержавеющих сталей, титано-
вых, алюминиевых и других сплавов, основными 
характеристиками которых являются высокие проч-
ностные, жаропрочные и антикоррозионные свойст-
ва. Это привело к значительному росту необходи-
мых для деформирования усилий. Выросли также 
требования к точности и качеству поверхностей из-
готавливаемых деталей. 

Возросшие требования производства привели к 
появлению в промышленном использовании, еще в 
50-х годах прошлого столетия, большого числа вы-
сокоэнергетических импульсных технологий обра-
ботки металлов давлением (ОМД), развитие кото-
рых продолжается до сих пор. Среди них штамповка 
взрывом, детонационно-газовая, электрогидравли-
ческая, гидродинамическая (гидроударная), магнит-

но-импульсная штамповка и др. Каждый из спосо-
бов имеет свои границы применимости, и эффек-
тивность способа зависит от правильного его выбо-
ра. 

Данные технологии являются достаточно де-
нежно затратными и весьма перспективно приме-
нять численное моделирование рассматриваемых 
технологий для выбора оптимальных параметров 
процессов. 

Успех процесса моделирования во многом за-
висит от задания исходных данных, к которым, сре-
ди прочих, относится модель пластичности металла 
деформируемой заготовки. При численном модели-
ровании процессов импульсной обработки металлов 
давлением крайне важно описать пластическое со-
стояние деформируемой заготовки в широком диа-
пазоне пластических деформаций, скоростей де-
формаций и температур. 

Численному моделированию и эксперимен-
тальному исследованию импульсных технологий 
посвящено значительное число работ, как в нашей 
стране, так и за рубежом. Проводимые международ-
ные конференции ICHSF, EURODYMAT, ISIE [1-4] 
и др. также свидетельствуют об актуальности дан-
ной темы. 

Статья посвящена анализу наиболее часто ис-

 А. А. Ходько 
 



ISSN 1727-7337. АВИАЦИОННО-КОСМИЧЕСКАЯ ТЕХНИКА И ТЕХНОЛОГИЯ, 2014, № 5 (112) 12 

пользуемых при моделировании процессов им-
пульсной обработки металлов давлением моделей 
пластичности металла деформируемой заготовки и 
выбору наиболее рациональной модели, позволяю-
щей получать адекватные результаты при числен-
ном исследовании этих процессов на примере тех-
нологического процесса свободной растяжки труб-
чатой заготовки методом гидродинамической штам-
повки. 

Понятие модели материала 
При численном исследовании процесса гидро-

динамической штамповки важную роль играет кор-
ректное описание свойств материала деформируе-
мой заготовки в широком диапазоне пластических 
деформаций, скоростей деформаций и температур. 
В импульсных процессах обработки металлов дав-
лением материал заготовки имеет довольно слож-
ный отклик на динамическое воздействие, в резуль-
тате чего, возникает необходимость задания пара-
метров для моделирования таких физических явле-
ний, как деформационное и скоростное упрочнение, 
температурное разупрочнение, разрушение и т.д. 
Все это разнообразие физических процессов, проис-
ходящих в материале заготовки в процессе динами-
ческого нагружения, может быть описано моделью 
материала, которая в общем случае состоит из трех 
основных блоков: уравнения состояния (equation of 
state), модели пластичности (plasticity model) и мо-
дели разрушения (damage model). 

Уравнение состояния описывает зависимость 
напряжений от деформации и внутренней энергии 
(температуры). Оно может быть задано исходя из 
данных о термодинамических свойствах материала. 
В большинстве случаев уравнение состояния для 
расчета формируется на основании эксперименталь-
ных данных, является линейной аппроксимацией 
реального уравнения состояния на основе тщательно 
проведённых экспериментов и представляет собой 
многочлен с некоторым количеством эмпирических 
констант. 

В случае малосжимаемых материалов, которы-
ми являются стали и другие металлические мате-
риалы, подвергаемые обработке давлением, уравне-
ние состояния задается соотношением: 

p = Kμ ,      (1) 
где p – давление, K – модуль объемной упругости,  
µ - степень сжатия среды; 

 
EK = 

3 1-2υ
,        (2) 

0

ρμ = -1
ρ

,        (3) 

где E – модуль упругости, ʋ – коэффициент Пуассо-

на, ρ и ρ0 – текущее и начальное значение плотности 
материала. 

Соотношение (1) справедливо для упругой об-
ласти при небольших объемных деформациях. 

Как известно, после стадии упругой деформа-
ции наступает стадия пластической деформации, 
которая с самого начала и до момента разрушения 
характеризуется увеличением сопротивления де-
формируемого материала деформации по мере уве-
личения ее степени. Такое явление называется де-
формационным упрочнением. Кроме деформацион-
ного упрочнения, в импульсных процессах обработ-
ки металлов давлением существенное влияние на 
характер деформирования заготовки оказывают 
также скоростное упрочнение и температурное ра-
зупрочнение. Эти особенности пластического де-
формирования должны быть учтены при составле-
нии математического описания кривой течения ме-
талла, достоверного в широком диапазоне деформа-
ций, скоростей деформаций и температур. Слож-
ность механизмов деформирования не позволяет 
создать простой и универсальной модели пластич-
ности. Известно достаточно большое количество 
методов решения этой задачи, в том числе примене-
ние таблиц [5] и нейронных сетей [6]. Однако наи-
большее распространение получили эмпирические и 
полуэмпирические уравнения, так называемые оп-
ределяющие уравнения (constitutive equation). 

Экспериментальным исследованиям процессов 
высокоскоростного деформирования различных ма-
териалов, начавшимся чуть больше века назад с 
опытов П. Людвика с оловянными проволоками [7], 
посвящено множество работ. На основании этих 
работ был предложен целый ряд определяющих 
уравнений, описывающих зависимость предела те-
кучести материала σ от интенсивности пластической 
деформации ɛ, скорости деформации ε  и темпера-
туры T: 

 T,εε,fσ  .     (4) 
На сегодняшний день существует большое ко-

личество определяющих уравнений, от чисто эмпи-
рических, описывающих экспериментальные дан-
ные аналитической кривой, до физических, осно-
ванных на микромеханических процессах в мате-
риале. Два этих подхода, в идеале, должны допол-
нять друг друга в едином соотношении, которое с 
одинаковой точностью описывает как действитель-
ное макроскопическое поведение материала, так и 
физические процессы на атомном уровне, которые 
контролируют пластическое течение. 

Существенным требованием к определяющим 
уравнениям является не только точное описание 
отклика материала в широком диапазоне параметров 
нагружения, но и экстраполяция экспериментальных 
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данных, т.е. предсказывание поведения материала 
вне исследованных экспериментально пределов. В 
общем случае модель пластичности металла должна 
учитывать влияние большого числа всевозможных 
параметров (историю изменения деформаций и ско-
ростей деформаций, сложность процесса нагруже-
ния) на напряжение течения, а также описывать как 
изотропное, так и анизотропное упрочнение. Однако 
полный учет всех этих явлений является чрезвычай-
но сложной, или даже нерешаемой задачей [8]. 

Распространение получили определяющие 
уравнения, в которых чувствительность материала к 
скорости деформации проявляется в росте предела 
текучести σ по отношению к его статическому зна-
чению σ0 при возрастании скорости пластической 
деформации. Причем для большинства металличе-
ских материалов такая зависимость не является ли-
нейной, отмечается повышение чувствительности к 
скорости деформации при определенных ее величи-
нах [9]. Экспериментальные данные (рис. 1) свиде-
тельствуют о том, что при прочих равных условиях 
при низких скоростях деформации (до ε  = 1 c-1) 
такая зависимость весьма несущественна, в то время 
как повышение скорости деформации с ε  = 1 c-1 до 
ε  = 104 c-1 приводит к увеличению предела текуче-
сти на 40%. 

 
Рис. 1. Зависимость предела текучести от скорости 

деформации при деформировании стали 45 [9] 

Повышение чувствительности материала к ско-
рости деформации хорошо объясняется теорией 
термически активируемой пластической деформа-
ции [9]. Согласно этой теории пластическая дефор-
мация определяется теми же процессами, что и дви-
жение дислокаций. Движение дислокаций рассмат-
ривается с позиции необходимости преодоления 
дислокационными образованиями различных пре-
пятствий под действием приложенного напряжения, 
термического возбуждения или обоих факторов од-
новременно. Предполагается, что напряжение, не-
обходимое для перемещения дислокаций, складыва-
ется из атермического σатерм (определяемого моду-
лем упругости, параметрами структуры и состава 
материала) и термически активируемого σтерм (зави-

сящим главным образом от температуры и скорости 
деформации) напряжений. Текущая величина пре-
дела текучести при этом равна: 

атерм термσ = σ +σ ,     (5) 

где -mT
атермσ = Ae ; A и m – константы при опреде-

ленной скорости деформации, T - температура. 
Текущая величина предела текучести опреде-

ляется соотношением между временем ожидания 
термической активации и временем демпфирован-
ного преодоления препятствий дислокациями при 
пластической деформации. Так для большинства 
сталей при ε  < 103 c-1 преобладает время ожидания 
термической активации дислокаций у препятствий, 
а при ε  ≥ 103 c-1 – преобладает время демпфирован-
ного преодоления дислокацией этого препятствия. 
Поэтому при малых скоростях деформации дейст-
вуют законы пластической деформации, а при 
больших – законы вязкого течения. Это объясняет 
различную чувствительность материала к скорости 
деформации при различных ее величинах [9]. 

При больших скоростях деформации, прису-
щих импульсной обработке металлов давлением, 
процесс деформирования заготовки имеет адиабати-
ческий характер [9]. Около 90% от всей пластиче-
ской деформации рассеивается в виде тепла в мате-
риале заготовки [10]. Это приращение температуры 
может быть вычислено как: 

 αT = σ ε  dε
ρc  ,    (6) 

где ΔT – приращение температуры, α – процентная 
доля пластической деформации преобразованной в 
тепло, ρ – плотность, c – теплоемкость. 

Повышение температуры металла в процессе 
его пластического деформирования активирует про-
цессы термического разупрочнения (возврата). 

Как видно из схемы на рис. 2, выделяют три 
интервала температур в диапазоне от 0 до 1 по го-
мологической шкале, в зависимости от которых об-
работка металлов давлением может быть холодной, 
теплой и горячей. 

 
Рис. 2. Интервалы температур для различных 
операций обработки металлов давлением [11] 

При холодной ОМД термическое разупрочне-
ние материала обрабатываемой заготовки практиче-
ски полностью отсутствует. В процессах теплой 
ОМД термическое разупрочнение имеет место, но 
всегда неполное – форма кривых течения практиче-
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ски не меняется, а снижаются лишь величины на-
пряжений и коэффициент деформационного упроч-
нения. Горячая ОМД имеет много общего с теплой, 
но принципиально отличается от нее полнотой тер-
мического разупрочнения материала заготовки в 
определенном диапазоне степеней деформации [12]. 

Проведенные в последние годы эксперименты 
показали, что величина предела текучести уменьша-
ется при повышении температуры и для любой сте-
пени деформации изменение предела текучести с 
увеличением температуры можно описать единой 
кривой σ/σ0 (T) [9]. Эта кривая не является монотон-
ной. Теория дислокаций указывает на возникнове-
ние горячего наклепа, т.е. увеличение предела теку-
чести с увеличением температуры в начале интерва-
ла горячей деформации. Для сталей этот интервал 
температур несколько меньше 0,5Tпл. Так для стали 
45 такое явление наблюдается при температуре 250-
600 °С (рис. 3), о чем свидетельствует образование 
локального экстремума в области указанных темпе-
ратур. 

 
Рис. 3. Влияние температуры на предел  

текучести стали 45 [9] 

Чувствительность к скорости деформации и 
температуре характерна не только для сталей, но и 
для других распространенных в промышленности 
металлов. На рис. 4 представлены кривые зависимо-
сти истинного временного сопротивления σв от ско-
ростей деформации для меди [13]. Каждая кривая 
была получена на основании некоторого числа ис-
пытаний на растяжение при различных скоростях 
деформации и определенной температуре. Наи-
большая скорость деформации была порядка 
ε  = 1000 c-1, что соответствует растяжению образца 
при деформации равной единице (т.е. 100%), за 
1/1000 c. Рисунок 4 служит характеристикой пове-
дения кривых напряжения – скорости деформации 
для поликристаллических пластичных металлов при 
нормальных и высоких температурах. Следует от-
метить, что при самой высокой температуре, 

1000 °С, которая была достигнута при проведении 
некоторых из этих опытов, и при наибольшей ско-
рости деформации, равной 1000 c-1, для преодоления 
внутреннего сопротивления пластической деформа-
ции меди оказалось необходимым приложить силу, 
составляющую 1/3 силы, требуемой для деформации 
того же металла при нормальной температуре. 

 
Рис. 4. Зависимость между напряжениями и скоро-

стями деформации для образцов из чистой меди  
при различных температурах [13] 

Как показано в работе [14], тепловые эффекты, 
возникающие в результате высокоскоростного де-
формирования материала заготовки в процессе гид-
родинамической штамповки, довольно существенны 
и не могут быть исключены из рассмотрения при 
численном исследовании процесса. При исследова-
нии гидроимпульсного нагружения листовой заго-
товки толщиной 1,5 мм из алюминиевого сплава 
А2024 было установлено, что даже при скорости 
деформации ниже 20 с-1, локальная температура в 
слое алюминия может подняться до 450 К в течение 
0,3 мс. Температура плавления этого сплава равна 
850 К. Данный процесс за определенное время про-
ходит все три эти интервала температур обработки 
металлов давлением (см. рис. 2), и на завершающей 
своей стадии, перед соударением с поверхностью 
матрицы, попадает в интервал температур горячей 
обработки металлов давлением. Таким образом, из-
за значительных тепловых эффектов, возникающих 
в процессе гидродинамической штамповки, она мо-
жет выступать в качестве альтернативы горячей 
штамповки для деталей сложных форм из трудно-
деформируемых материалов [15]. 

Модель разрушения описывает поведения ма-
териала в момент разрушения в зоне, где превышен 
параметр, задаваемый в модели разрушения. Разру-
шение может быть как хрупким, выражающимся в 
растрескивании (в случае керамики, например), так 
и вязким, сопровождающимся разрывом материала 
(в случае металлов). Каким бы ни был тип разруше-
ния, критерий разрушения может быть определен 
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как пластическими деформациями, так и напряже-
ниями [16]. 

Из вышесказанного видно, что важнейшим 
блоком модели материала деформируемой заготов-
ки при моделировании импульсных процессов обра-
ботки металлов давлением является модель пла-
стичности, выражаемая определяющими уравне-
ниями, способными достаточно точно описывать 
свойства материала деформируемой заготовки в 
широком диапазоне пластических деформаций, ско-
ростей деформаций и температур. Важной задачей 
моделирования является выбор наиболее подходя-
щего для конкретного процесса определяющего 
уравнения, что зачастую является не простой зада-
чей ввиду большого разнообразия таких уравнений, 
каждое из которых имеет свои преимущества и не-
достатки. 

Анализ определяющих уравнений,  
применяемых при моделировании  

импульсных процессов ОМД 
Анализ литературы в области численного ис-

следования процессов импульсной обработки ме-
таллов давлением показал, что наиболее популяр-
ными моделями пластичности металла деформи-
руемой заготовки (далее просто модели) являются 
определяющие уравнения Купера-Саймондса (Cow-
per-Symonds), Джонсона-Кука (Johnson-Cook) и Зе-
рилли-Армстронга (Zerilli-Armstrong) [17-21] (таб-
лица 1). Все эти модели имеют сравнительно не-
большое количество материальных констант и легко 
реализуемы в современных пакетах численного ана-
лиза. 

Наиболее простым из рассматриваемых опре-
деляющих уравнений является уравнение Купера-
Саймондса [22], которое учитывает кинематическое 
упрочнение и описывает зависимость динамическо-
го предела текучести, σ, от скорости деформации: 

1
p

0
εσ = σ 1+
D

 
     

 

 ,    (7) 

где σ0 – статический предел текучести, ε  – скорость 
деформации, D, p – коэффициенты уравнения Купе-
ра-Саймондса. Если значения констант D и p равны 
нулю, то эффекты скоростного упрочнения не учи-
тываются. 

Как показывает практика, во многих случаях 
коэффициенты уравнения Купера-Саймондса могут 
быть найдены с отличной корреляцией. Недостат-
ком же этого уравнения является то, что эти коэф-
фициенты принимают различные значения при раз-
личных напряжениях [23]. Так предел прочности и 
предел текучести материала имеют разную чувстви-
тельность к изменению скорости деформации, что 
приводит к получению различных коэффициентов 
уравнения Купера-Саймондса. Таким образом, ко-
эффициенты, определенные для предела текучести 
как для справочного напряжения могут давать оши-
бочные результаты для более высоких напряжений 
при больших деформациях. 

Модель Купера-Саймондса является наиболее 
предпочтительной для моделирования процессов 
холодного пластического деформирования [24]. Она 
не учитывает температурного разупрочнения мате-
риала, вызванного выделением тепла в процессе его 
пластического деформирования. 

Отсутствие учета температурного разупрочне-
ния в модели Купера-Саймондса заставляет отка-
заться от данной модели пластичности при числен-
ном исследовании процесса гидродинамической 
штамповки в пользу двух других рассматриваемых 
моделей – Джонсона-Кука и Зерилли-Армстронга, 
учитывающих тепловые эффекты, возникающие в 
результате высокоскоростного деформирования 

 

Таблица 1 
Определяющие уравнения, применяемые при моделировании импульсных процессов ОМД 

Возможность учета 
воздействия Авторы Определяющее уравнение Константы 

материала скорости 
деформации 

темпе-
ратуры 

Купер и Саймондс 
(1952) [22]  

1
p

0
εσ = σ 1+
D

 
     

 


 

σ0, D, p есть нет 

Джонсон и Кук 
(1983) [25]    n * *mσ = A+Bε 1+Clnε 1-T  A, B, n, C, m есть есть 

ГЦК  n
0 2 3 4σ = C +C ε exp -C T+C Tlnε  C0, C2, C3, C4, n есть есть Зерилли и 

Армстронг 
(1987) [26] ОЦК   n

0 1 3 4 5σ = C +C exp -C T+C Tlnε +C ε
 

C0, C1, C3, C4, C5, n есть есть 
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материала. Принципиальное различие этих двух 
моделей заключается в том, что первая является фе-
номенологической моделью, в то время как вторая - 
основана на теории дислокаций. 

Джонсон и Кук в работе [25] предложили эм-
пирическое определяющее уравнение для металлов, 
подверженных большим деформациям, высоким 
скоростям деформации и высоким температурам, 
согласно которому, динамический предел текучести, 
σ, записывается следующим образом: 

   n * *mσ = A+Bε 1+Clnε 1-T ,  (8) 

где ɛ - интенсивность пластической деформации, 
*

0ε = ε ε    - безразмерная скорость пластической 
деформации, определяемая как отношение мгновен-
ной скорости пластической деформации ε  к ее по-
роговому значению 0ε  = 1 c-1, T* - гомологическая 
температура. Уравнение содержит пять материаль-
ных констант, которые определяются эмпирическим 
путем: A - статический предел текучести, B - модуль 
деформационного упрочнения, n - показатель степе-
ни в законе деформационного упрочнения, C - ко-
эффициент скорости деформаций, m - показатель 
степени в законе температурного разупрочнения. 

Модель Джонсона-Кука предполагает незави-
симость относительного влияния деформационного 
упрочнения, скорости пластической деформации и 
повышения температуры при всех скоростях и тем-
пературах пластической деформации. В уравнении 
(8) выражение в первых скобках определяет напря-

жение как функцию деформации при *ε  = 1 и 
T* = 0, во вторых и третьих – влияние мгновенного 
значения скорости деформации и температуры на 
предел текучести, соответственно. 

Следует отметить, что Джонсон и Кук пред-
ставляют гомологическую температуру как: 

 
 

0*

пл 0

T-T
T  = 

T -T
,    (9) 

где T - абсолютная мгновенная температура образ-
ца, T0 – комнатная температура, Tпл – температура 
плавления материала образца. Абсолютная мгно-
венная температура образца, T, определяется как 
сумма начальной абсолютной температуры образца 
и приращения температуры при его пластическом 
деформировании (рассчитывается через энергоем-
кость). При небольших степенях пластической де-
формации (менее 20%) приращением температуры 
можно пренебречь [27]. 

Недостатком в использовании такого опреде-
ления гомологической температуры является то, что 
модель не может применяться с эмпирическими 
данными, полученными при температуре ниже ком-
натной. К тому же такое определение в действи-

тельности не соответствует понятию гомологиче-
ской температуры, которое определяется как без-
размерная величина, численно равная отношению 
температуры вещества к температуре его плавления: 

*

пл

TT =
T

.     (10) 

Благодаря своей простоте и способности удов-
летворительного описания кривой пластического 
течения металла в широком диапазоне изменения 
основных физических параметров при деформиро-
вании модель Джонсона-Кука получила широкое 
распространение при моделировании импульсных 
процессов обработки металлов давлением и присут-
ствует в библиотеках материалов практически всех 
пакетов численного анализа. К основным недостат-
кам модели можно отнести ее эмпирическую основу 
и отсутствие связи между скоростью деформации и 
температурой в процессе пластической деформации. 
Также модель имеет некоторые недостатки в пред-
ставлении характеристик упрочнения всех видов 
материалов. Скоростное упрочнение во вторых 
скобках уравнения (8) выражено как линейная 
функция от логарифма скорости деформации. Это 
выражение не может давать точного значения пре-
дела текучести при различных скоростях деформа-
ции в связи с изменением скорости деформации в 
распространенных металлических материалах. В 
результате выражения скоростного упрочнения ли-
нейной функцией, предел текучести материала так-
же линейно зависит от логарифма скорости дефор-
мации, что не является справедливым для всех рас-
пространенных металлических материалов. 

Определяющее уравнение, предложенное Зе-
рилли и Армстронгом, основано на теории дислока-
ций [26]. Заложенные в модель эффекты деформа-
ционного упрочнения, скоростного упрочнения и 
температурного разупрочнения, основаны на анали-
зе температурной активации. Модель имеет относи-
тельно простую форму по сравнению с другими 
дислокационными определяющими уравнениями. 

Так как модель Зерилли-Армстронга основана 
на теории дислокаций, она является более предпоч-
тительной по сравнению с другими эмпирическим 
определяющим уравнениям. Однако более сложная 
форма этой модели пластического поведения мате-
риала затрудняет определение всех необходимых 
констант. Основное положение, выдвинутое автора-
ми этой модели, заключается в том, что каждый тип 
микроструктуры материала (ГЦК - гранецентриро-
ванная кубическая упаковка, ОЦК - объемно-
центрированная кубическая упаковка) имеет свое 
собственное определяющее уравнение, в зависимо-
сти от дислокационных характеристик данной мик-
роструктуры. Так для ГЦК-металлов определяющее 
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уравнение Зерилли-Армстронга имеет вид: 
 n

0 2 3 4σ = C +C ε exp -C T+C Tlnε ,  (11) 

где C0, C2, C3, C4 и n – константы материала. Здесь 
начальный предел текучести C0 не зависит от скоро-
сти деформации и температуры, а определяется со-
отношением Холла-Петча, устанавливающим зави-
симость предела текучести поликристаллического 
материала от размера зерна d: 

1-
2

0 iC  = σ +kd ,    (12) 
где σi – некоторое напряжение трения, которое не-
обходимо для скольжения дислокаций в монокри-
сталле, k – индивидуальная для каждого материала 
константа, также называемая «коэффициентом Хол-
ла-Петча». 

В случае ГЦК-металлов основным соображе-
нием является то, что зависимость предела текуче-
сти материала от температуры и скорости деформа-
ции больше при росте деформационного упрочне-
ния. 

Выражение для ОЦК-металлов имеет вид: 
  n

0 1 3 4 5σ = C +C exp -C T+C Tlnε +C ε  , (13) 

где C0, C1, C3, C4, C5 и n – константы материала. Со-
гласно этому соотношению, напряжение не обяза-
тельно должно обращаться в ноль при температуре 
плавления. В уравнении отражено дополнительное 
физическое явление, которое особенно важно для 
ОЦК-металлов - замена пластического течения по-
средством сдвига пластическим течением за счет 
двойникования. Факт существования верхнего и 
нижнего пределов текучести, характерный для 
ОЦК-металлов, не описывается уравнением (13). 
Следовательно, при малых деформациях модель 
характеризует некоторое среднее напряжение. Как 
видно из уравнения (13), коэффициент деформаци-
онного упрочнения C5ɛn не зависит ни от скорости 
деформации, ни от температуры. Модель Зерилли-
Армстронга для ОЦК-металлов носит аддитивный 
характер. Постоянство работы упрочнения является 
основным недостатком этой модели, поскольку для 
ОЦК-металлов эта величина зависит, в некоторой 
степени, от скорости деформации и температуры. 

Идентификация определяющих  
уравнений 

Проблема идентификация определяющих урав-
нений формулируется как задача построения в неко-
тором смысле наилучшей модели на основе экспе-
риментальных наблюдений [28]. Данная задача со-
стоит из двух частей: структурной и параметриче-
ской идентификации. Структурная идентификация 
является задачей наилучшего выбора вида уравне-
ний математической модели. В процессе параметри-
ческой идентификации при заданном виде уравне-

ний математической модели определяется наилуч-
ший вектор параметров этой модели. 

Для параметрической идентификации моделей 
пластичности существует два основных подхода. 
Первый заключается в определении параметров мо-
дели по экспериментально полученным диаграммам 
деформирования материалов. Второй – в численном 
моделировании эксперимента и подборе параметров 
модели из условия наилучшего совпадения резуль-
татов расчета и эксперимента, т.е. решения обрат-
ной задачи. 

При определении параметров модели по экспе-
риментально полученным диаграммам деформиро-
вания материалов исходными данными являются 
динамические диаграммы деформирования, полу-
ченные при различных скоростях деформации и 
температурах. Так, для модели Джонсона-Кука в 
первую очередь определяются постоянные B и n, 
характеризующие деформационное упрочнение. 
Методом осреднения определяется наклон и нели-
нейность деформационных диаграмм. Оставшиеся 
постоянные могут быть найдены, например, по ме-
тоду наименьших квадратов, из сравнения теорети-
ческих и экспериментальных зависимостей 

 T,εε,fσ  . Методика определения констант мо-
дели Зерилли-Армстронга аналогична. 

Как показывает практика, экспериментальное 
определение параметров модели пластического по-
ведения материала является сложной задачей, свя-
занной с большим изменением деформаций, скоро-
стей деформаций и температур в процессе импульс-
ной обработки металлов давлением. Большинство 
экспериментальных методов дают данные для более 
низких скоростей деформаций, чем те, которые воз-
никают в процессе гидродинамической штамповки. 
Встречающиеся в литературе данные касаются лишь 
ограниченного числа материалов, к тому же, пара-
метры одного и того же материала, взятые из разных 
источников, могут отличаться весьма значительно 
[29]. В подобной ситуации определять параметры 
модели приходится из условия наилучшего совпа-
дения с известными экспериментальными данными. 

При идентификации параметров модели пла-
стичности путем численного моделирования экспе-
римента и подбора параметров модели из условия 
наилучшего совпадения результатов расчета и экс-
перимента рациональнее из двух моделей, обеспе-
чивающих учет всех необходимых факторов, 
имеющих место в конкретном процессе, выбрать 
модель с наименьшим числом параметров, подле-
жащих определению. Из рассмотренных выше, та-
кой моделью является определяющее уравнение 
Джонсона-Кука, имеющее пять констант материала, 
в отличие от шести констант в более сложном урав-
нении Зерилли-Армстронга. 
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Как показано в работе [30], при численном ис-
следовании высокоскоростных процессов обработки 
металлов можно подобрать весьма различные набо-
ры параметров определяющего уравнения Джонсо-
на-Кука, которые при расчете будут давать практи-
чески идентичное поведение материала деформи-
руемой заготовки. 

Таким образом, в качестве модели пластично-
сти металла деформируемой заготовки при числен-
ном исследовании процесса гидродинамической 
штамповки нами выбрано определяющее уравнение 
Джонсона-Кука. Оно обладает преимуществами по 
сравнению с другими рассмотренными нами опре-
деляющими уравнениями, заключающимися в отно-
сительной простоте идентификации параметров мо-
дели, удовлетворительном описании кривой пласти-
ческого течения металла в широком диапазоне из-
менения основных физических параметров при де-
формировании, а также наличием данной модели в 
библиотеках материалов большинства пакетов чис-
ленного анализа. 

Моделирование процесса  
гидродинамической штамповки 

Для проверки применимости определяющего 
уравнения Джонсона-Кука в качестве модели пла-
стичности металла деформируемой заготовки при 
численном исследовании процесса гидродинамиче-
ской штамповки нами проведено математическое 
моделирование процесса свободной растяжки труб-
чатой алюминиевой заготовки с использованием 
конечно-элементного программного комплекса Ab-
aqus v 6.12-1 [31]. 

В ранее проведенных исследованиях в области 
математического моделирования процессов гидро-
динамической штамповки [32] рассмотрена осесим-
метричная модель процесса свободной растяжки 
трубчатой алюминиевой заготовки в лагранжевой 
постановке с использованием упрощенного опреде-
ляющего уравнения Джонсона-Кука для описания 
свойств деформируемой заготовки, согласно кото-
рому: 

  n *σ = A+Bε 1+Clnε .    (14) 

Легко заметить, что уравнение (14) получено из 
уравнения (8) путем приравнивания единице его 
третьего сомножителя (1-T*m), учитывающего влия-
ние мгновенного значения температуры на предел 
текучести. Т.е. абсолютная мгновенная температура 
заготовки T принимается постоянной на всем про-
тяжении процесса и равной комнатной температуре 
T0 (см. уравнение (9)). Такое допущение является 
достаточно грубым, т.к. повышение температуры 
материала заготовки в результате его высокоскоро-
стного деформирования может быть весьма сущест-

венным [14]. 
Модель, предложенная в настоящем исследо-

вании, выгодно отличается от вышеупомянутой мо-
дели учетом адиабатического нагрева материала 
заготовки при ее пластическом деформировании и 
сопутствующего ему температурного разупрочне-
ния, благодаря использованию определяющего 
уравнения Джонсона-Кука в полной форме (8). 

Стоит также отметить, что универсальность 
модели процесса гидродинамической штамповки, 
предложенной в работе [32], ограничена примене-
нием подхода Лагранжа при моделировании рабо-
чей жидкости (воды). При этом подходе для описа-
ния поведения сплошной среды характеристики ма-
териалов модели привязываются к соответствую-
щим элементам модели в данный момент времени и 
разрешаются уравнения сплошной среды, записы-
ваемые для узлов конечно-элементной модели [33] 
(рис. 5, а). При моделировании гидродинамической 
штамповки лагранжевы конечные элементы (КЭ) 
жидкости деформируются и перемещаются вместе с 
присвоенным им материалом. Такая постановка за-
дачи хоть и дает преимущества в исследовании из-
менения параметров модели во времени, но при 
больших деформациях не всегда позволяет получить 
сходимость задачи при требуемой точности реше-
ния. При рассмотрении больших перемещений жид-
кости в каналах, имеющих переменную по длине 
площадь поперечного сечения, деформация связан-
ной с жидкостью лагранжевой системы координат 
приводит к снижению точности расчетов, а в неко-
торых случаях, например при вихревом движении 
жидкости, получить решение невозможно [34, 35]. 

 
Рис. 5. Иллюстрация различных подходов  

для описания поведения сплошной среды в методе 
конечных элементов: а – подход Лагранжа,  

б – подход Эйлера [36] 

Помимо подхода Лагранжа, для изучения пове-
дения сплошной деформируемой среды существует 
подход Эйлера (рис. 5, б), в котором характеристики 
материала привязываются к точке пространства, в 
которой в данный момент находится частица моде-
ли. В отличие от подхода Лагранжа при подходе 
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Эйлера исследуется неподвижное пространство мо-
дели, заполненное движущейся средой. В этом слу-
чае сетка конечно-элементной модели остается не-
изменной во времени и не искажается вместе с ма-
териалом, так как узлы эйлеровой сетки зафиксиро-
ваны в моделируемом пространстве. При этом каж-
дый КЭ эйлеровой сетки в конкретный момент вре-
мени может обладать свойствами той или иной ма-
териальной среды (в частности, свойствами воды) 
либо принадлежать пустому пространству. В ходе 
решения при эйлеровом подходе рассмотрено дви-
жение деформируемой сплошной среды внутри эй-
леровой сетки КЭ. Использование подхода Эйлера 
для моделирования рабочей жидкости при числен-
ном исследовании процесса гидродинамической 
штамповки решает присущие лагранжевому подхо-
ду проблемы, связанные с искажением и вырожде-
нием КЭ сетки жидкости, тем самым позволяя полу-
чить более точную и универсальную модель процес-
са, дающую возможность рассматривать поведение 
жидкости в рабочей камере практически любой гео-
метрии. 

Вместе с тем для моделирования деформируе-
мой заготовки применение сетки Эйлера нецелесо-
образно в силу относительно небольших деформа-
ций (по сравнению с сеткой жидкости), возникаю-
щих в ней, поэтому КЭ сетку заготовки имеет смысл 
строить на основе сетки Лагранжа. 

Стремление соединить достоинства обоих под-
ходов привело к созданию гибридных методов, ко-
торые применяются для решения задач взаимодей-

ствия тел. Одним из таких методов, нашедшим при-
менение в настоящем исследовании, является со-
вмещенный метод Эйлера-Лагранжа (CEL, Coupled 
Eulerian-Lagrangian method) [31], реализованный в 
программном комплексе Abaqus. Этот метод позво-
ляет эйлеровым и лагранжевым телам взаимодейст-
вовать внутри одной модели. Он является мощным 
инструментом при численном моделировании про-
цессов, связанных с большими деформациями, раз-
рушением материалов или поведением жидких сред. 

Программный комплекс Abaqus на данный мо-
мент поддерживает лишь один тип эйлеровых эле-
ментов – восьмиузловые гексагональные объемные 
элементы EC3D8R, которые использовались в дан-
ной работе для построения КЭ сетки рабочей жид-
кости. Наличие только одного, описанного выше, 
типа эйлеровых элементов в библиотеке элементов 
Abaqus приводит к тому, что моделирование про-
цесса гидродинамической штамповки в осесиммет-
ричной постановке не может быть реализовано и 
возникает необходимость построения объемной мо-
дели (рис. 6). 

Конечно-элементная сетка деформируемой за-
готовки и оснастки построена с использованием 
восьмиузловых гексагональных объемных лагран-
жевых элементов C3D8R. По причине большей же-
сткости оснастки по сравнению с деформируемой 
заготовкой конечно-элементные модели оснастки 
смоделированы как абсолютно жесткие (rigid body 
constrain). Контактное взаимодействие лагранжевых  

 

 
Рис. 6. Расчетная схема системы гидродинамической штамповки 
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конечных элементов и области эйлеровой конечно-
элементной сетки реализовано как общий контакт 
(general contact). 

Идентификация параметров модели пластично-
сти Джонсона-Кука, используемой для описания 
свойств трубчатой заготовки из алюминиевого де-
формируемого сплава АМг2М, проходила путем 
численного моделирования эксперимента, описан-
ного в работе [32], и поиска набора параметров, 
обеспечивающего наилучшее совпадение экспери-
ментальных и расчетных значений остаточных ши-
ротных деформаций по высоте заготовки, путем их 
последовательного перебора. Параметры модели 
Джонсона-Кука, определенные таким образом, а 
также физико-механические свойства материала 
АМг2М приведены в таблице 2. Для повышения 
точности решения подобного рода обратной задачи 
могут быть использованы различные алгоритмы, как 
метод Монте-Карло или Левенберга-Марквардта, 
реализованные на различных языках программиро-
вания [37]. 

Задание свойств рабочей жидкости, оснастки и 
других составляющих модели процесса свободной 
растяжки трубчатой заготовки методом гидродина-
мической штамповки проводилось аналогично рабо-
те [32]. 

Начальная форма трубчатой заготовки и форма 
заготовки после свободной растяжки с наклеенными 
тензодатчиками в точках, принадлежащим сечени-
ям, расположенным на расстоянии 50 мм от верхне-
го и нижнего торцов заготовки, в которых происхо-
дил замер изменения широтных деформаций по 
времени представлены на рис. 7. Сравнение экспе-
риментальных и расчетных значений изменения по 

времени t широтных деформаций ɛ в этих двух се-
чениях приведено на рис. 8. При построении дове-
рительных интервалов доверительная вероятность 
принималась равной 0,95. Нулевой момент времени 
соответствует началу деформирования трубчатой 
заготовки в сечении, находящемся на расстоянии 50 
мм от верхнего торца заготовки. Как только волна 
пластической деформации доходит до данного сече-
ния, в нем начинается резкий рост пластической 
деформации. Затухание роста пластической дефор-
мации в верхнем сечении трубчатой заготовки сов-
падает с началом деформирования нижнего сечения. 
Это объясняется приходом волны пластической де-
формации к нижнему сечению вследствие волновых 
процессов, происходящих в жидкости. На начальной  

 
Таблица 2 

Параметры модели Джонсона-Кука  
и физико-механические свойства материала АМг2М 

Параметры Значения Единицы 
измерения 

A 100,7 МПа 
B 700 МПа 
n 0,8 - 
C 0,017 - 
m 0,859 - 

0ε  1 - 
T0 293 К 
Tпл 893 К 
E 70,3 ГПа 
ʋ 0,33 - 
ρ 2680 кг/м3 

c 910 Дж/(кг·К) 

 

  

Рис. 7. Начальная форма трубчатой заготовки (а)  
и форма заготовки после свободной растяжки (б)  

с наклеенными тензодатчиками (1 и 2 – точки  
крепления датчиков: 50 мм от верхнего и нижнего 

торцов заготовки, соответственно) [34] 

Рис. 8. Изменение по времени широтных  
деформаций в точках, указанных на рис. 6:  

– результаты эксперимента;  
 – результаты численного моделирования 
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стадии деформирования нижнего сечения трубы 
давление в верхнем ее сечении меньше потребного 
для растяжки, поэтому его пластическое деформи-
рование прекращается. Скорость деформации ниж-
него сечения заготовки меньше, чем верхнего. Это 
вызвано уменьшением интенсивности волны давле-
ния в жидкости с приходом ее к нижней части заго-
товки. 

Сравнение экспериментальных и расчетных 
значений остаточных широтных деформаций ɛ по 
высоте трубчатой заготовки H представлено на 
рис. 9. Четко выражена неравномерность деформи-
рования различных сечений заготовки: наибольшие 
остаточные деформации сосредоточены по краям 
свободно деформируемой части трубчатой заготов-
ки, минимальные - в центральной ее части. Эта не-
равномерность распределения деформаций обуслов-
лена волновым характером распространения давле-
ния в рабочей жидкости и деформаций в трубчатой 
заготовки. При отражении волны давления от дна 
камеры и поршня происходит локальное повышение 
давления жидкости, приводящее к большей дефор-
мации сечений заготовки вблизи этих объектов. Ин-
тенсивность волны давления в срединной части за-
готовки ниже. 

 
Рис. 9. Контурный график остаточных широтных 

деформаций и график их распределения  
по высоте трубчатой заготовки: 

 – результаты эксперимента; 
 – результаты численного моделирования 

 
Результаты, полученные с использованием 

предложенной модели, показали хорошее соответст-
вие с экспериментом. Максимальное отклонение не 
превышает 10%, что на 5% точнее модели, предло-
женной в работе [32]. Таким образом, удалось до-
биться практически полного соответствия матема-
тической модели реальному эксперименту. 

Как видно из рис. 10, распределение темпера-
туры T по высоте трубчатой заготовки H аналогично 
распределению деформаций – сечения заготовки с 
большей степенью деформации имеют более высо-

кую температуру. Прирост температуры заготовки 
небольшой. Максимальное его значение составляет 
15 °С, что объясняется малой степенью деформации 
заготовки в проведенном исследовании. 

 

 
Рис. 10. Контурный график температуры и график 
ее распределения по высоте трубчатой заготовки 

Выводы 
Физические процессы, происходящие в мате-

риале заготовки в процессе гидродинамической 
штамповки, при его численном исследовании можно 
описать моделью материала заготовки, в общем 
случае состоящей из трех основных блоков: уравне-
ния состояния, модели пластичности и модели раз-
рушения. 

Важнейшим фактором, определяющим досто-
верность полученных результатов, при численном 
исследовании процессов импульсной обработки ме-
таллов давлением являются модели пластичности 
металла деформируемой заготовки, которые выра-
жаются определяющими уравнениями, позволяю-
щими моделировать пластическое состояние мате-
риала в широком диапазоне пластических деформа-
ций, скоростей деформаций и температур. В работе 
проанализированы три широко используемые в ли-
тературе при моделировании деформационных про-
цессов модели пластичности: Купера-Саймондса, 
Джонсона-Кука и Зерилли-Армстронга. Рассмотре-
ны используемые в практике моделирования подхо-
ды для идентификации параметров этих моделей. 
Для описания пластических свойств деформируемой 
заготовки выбрана модель Джонсона-Кука, благода-
ря своей простоте и способности удовлетворитель-
ного описания кривой пластического течения ме-
талла в широком диапазоне изменения основных 
физических параметров при деформировании, а 
также наличию в библиотеках материалов практиче-
ски всех пакетов численного анализа. 

Численное исследование процесса гидродина-
мической штамповки на примере технологического 
процесса растяжки трубчатой заготовки проводи-
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лись на базе определяющего уравнения Джонсона-
Кука в качестве модели пластичности металла де-
формируемой заготовки с использованием конечно-
элементного программного комплекса Abaqus 
v 6.12-1. Использование в настоящей работе совме-
щенного метода Эйлера-Лагранжа позволило соз-
дать более точную и универсальную модель процес-
са гидродинамической штамповки, по сравнению с 
ранее исследованной моделью Лагранжа, дающую 
возможность впоследствии рассматривать поведе-
ние жидкости в рабочей камере практически любой 
геометрии при штамповке деталей сложных форм. 
Сравнение результатов численного моделирования с 
экспериментальными значениями подтвердило их 
хорошую сходимость. Максимальное отклонение в 
модели Эйлера-Лагранжа не превышает 10%, в то 
время как в модели Лагранжа ошибка составляла 
15%. 

Предложенная в настоящей работе модель мо-
жет быть использована для расчета и оптимизации 
технологических процессов и технологических сис-
тем гидродинамической штамповки как осесиммет-
ричных, так и неосесимметричных деталей различ-
ных конфигураций, а также для других процессов 
импульсной обработки металлов давлением с ис-
пользованием жидких передающих сред. 
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ОСОБЛИВОСТІ ВИБОРУ МОДЕЛІ ПЛАСТИЧНОСТІ МЕТАЛУ ДЕФОРМУЄМОЇ ЗАГОТОВКИ 
ПРИ ЧИСЕЛЬНОМУ ДОСЛІДЖЕННІ ПРОЦЕСУ ГІДРОДИНАМІЧНОЇ ШТАМПОВКИ 

О. О. Ходько 
Достовірність результатів чисельного дослідження процесу гідродинамічної штамповки багато в чому 

визначається правильним вибором моделі пластичності металу деформуємої заготовки. Найбільшого поши-
рення в якості моделей пластичності здобули визначальні рівняння, що дозволяють моделювати пластичний 
стан металу в широкому діапазоні пластичних деформацій, швидкостей деформацій та температур. Прове-
дено аналіз найчастіше використовуваних в літературі при моделюванні імпульсних процесів обробки мета-
лів тиском визначальних рівнянь. Показано обґрунтованість вибору рівняння Джонсона-Кука, що набуло 
великого поширення завдяки своїй простоті і здатності задовільного опису кривої пластичної течії металу в 
широкому діапазоні зміни основних фізичних параметрів під час деформування, а також наявності в бібліо-
теках матеріалів практично всіх пакетів чисельного аналізу. Проведено чисельне дослідження процесу віль-
ної розтяжки трубчастої алюмінієвої заготовки з використанням визначального рівняння Джонсона-Кука. 
Виконано порівняння результатів моделювання з експериментальними значеннями, що підтвердило добру 
збіжність чисельних і експериментальних результатів. 

Ключові слова: гідродинамічна штамповка, рівняння стану, визначальне рівняння, швидкісне зміц-
нення, температурне знеміцнення, математичне моделювання. 

 
CHOOSING A METAL PLASTICITY MODEL FOR NUMERICAL SIMULATION  

OF THE HYDRODYNAMIC FORMING PROCESS 
O. O. Khodko 

The accuracy of the results of the hydrodynamic forming process numerical simulation is largely determined 
by the correct choice of the deformable blank metal plasticity model. Constitutive equations are commonly used as 
plasticity models. They allow modelling of the plastic state of the metal in a wide range of plastic strains, strain rates 
and temperatures. By means of analysis of commonly used constitutive equations in the simulation of high velocity 
forming processes, the Johnson-Cook model was demonstrated to be the most effective. This is due to its simplicity 
and ability to satisfactorily describe the flow plastic curve of metal over a wide range of basic physical parameters 
during deformation, as well as its availability in the material libraries of almost all simulation software packages. 
The numerical simulation of an aluminum tubular blank free bulging using the Johnson-Cook constitutive equation 
was conducted. The comparison of simulation and experimental results was performed and good convergence of 
results was founded. 

Keywords: hydrodynamic forming, equation of state, constitutive equation, strain rate hardening, thermal sof-
tening, numerical simulation. 
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