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АНАЛИЗ НАПРЯЖЕННОГО СОСТОЯНИЯ В ОКРЕСТНОСТИ ДВУХ 
СФЕРИЧЕСКИХ ВКЛЮЧЕНИЙ В УПРУГОМ ПРОСТРАНСТВЕ 

 
В работе предложен эффективный метод определения напряжений в упругом пространстве с двумя 
параллельно расположенными сферическими включениями при одноосном и двуосном растяжении. 
Метод позволяет точно удовлетворить граничным условиям на бесконечности и условиям идеального 
контакта на границе включений. Метод редукции, применяемый при численном решении разрешающих 
систем, обладает высокой скоростью сходимости, что обусловлено экспоненциальным убыванием 
матричных коэффициентов. Проведен численный и качественный анализ напряженного состояния на 
линии, соединяющей центры включений, в зависимости от относительного расстояния между вклю-
чениями. 
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Введение 
 

Современный уровень развития техники и тех-
нологии в высокотехнологических областях накла-
дывает повышенные требования на точность и эф-
фективность моделей материалов, которые широко 
используются в авиации и ракетостроении. Одной 
из наиболее важных характеристик материалов, ко-
торые здесь применяются, является такая комплекс-
ная характеристика, как малая масса и одновремен-
но высокая прочность материала. Такой характери-
стикой обладают материалы типа композитов, в ко-
торых присутствуют конструктивно заложенные 
неоднородности. При современном уровне модели-
рования появляется возможность конструирования 
материалов с заранее заданными свойствами внача-
ле на уровне модели, определяя оптимальную 
структуру, геометрические размеры и механические 
характеристики неоднородностей. И только после 
этого, полученные в результате моделирования дан-
ные, можно воплощать в реальном материале. 

В настоящее время предлагаются разные моде-
ли напряженно-деформированного состояния по-
ристых и композиционных материалов. В работе [1] 
обобщены базовые подходы, применяемые в мате-
матических моделях, и общие методы решения 
уравнений механики стохастических композитов. 
Они могут быть сведены к стохастическим уравне-
ниям теории упругости структурно неоднородного 
тела, к уравнениям теории эффективных упругих 
модулей, к уравнениям теории упругих смесей или к 
более общим уравнениям четвертого порядка. Ре-
шение стохастических уравнений теории упругости 
для произвольной области вызывает значительные 
математические трудности и может быть реализова-

но только приближенно. Построение уравнений тео-
рии эффективных упругих модулей связано с зада-
чей определения интегральных модулей стохастиче-
ски неоднородной среды, которая может быть ре-
шена методом возмущений, методом моментов или 
методом условных моментов. Однако, т.к. уравне-
ния состояния не были строго обоснованы, эта тео-
рия не может использоваться для систематического 
моделирования композитных структур. 

В статьях [2–4] методами теории аналитиче-
ских функций решаются некоторые осесимметрич-
ные задачи теории упругости для системы сфериче-
ских и сфероидальных полостей и включений. 

В статье [5] предложена структурная модель 
зернистого эластомерного композита, позволившая 
связать его деформационное и прочностное поведе-
ние с размерами частиц дисперсной фазы, т.е. 
учесть масштабный фактор прочности. На основе 
теоретических исследований напряженно-
деформированного состояния вокруг двух жестких 
сферических включений в упругой несжимаемой 
матрице установлены зависимости математического 
ожидания разрывного усилия от физико-
механических характеристик связующего, размеров 
частиц и расстояния между ними. В результате 
предложен новый вероятностный критерий появле-
ния микроразрушения в композитной структуре в 
виде отслоений матрицы от частиц. С его помощью 
проведены модельные исследования процессов раз-
вития внутренней поврежденности в композитной 
системе в зависимости степени наполнения и вели-
чины включений. Построены соответствующие кри-
вые растяжения, определены предельные разрывные 
макронапряжения и макродеформации. 

В статье [6] для моделирования механизма 
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формирования реологических свойств наполненного 
эластомера использована структурная ячейка в виде 
эластомерного цилиндра с жестким сферическим 
включением в центре цилиндра. 

В работах [7] методом обобщенных аналитиче-
ских функций построены решения осесимметрич-
ных задач для шара со сферической полостью и 
пространства с двумя сферическими полостями. 

В работе [8] методами теории гармонических 
функций исследовано напряженное состояние в уп-
ругом пространстве с двумя осесимметрично распо-
ложенными сферическими включениями. 

В работе [9] введена локальная осесимметрич-
ная модель пористого материала, в которой напря-
женное состояние определяется равномерным дав-
лением, создаваемым внутри вытянутых сферои-
дальных пор. 

В статьях [10, 11] исследовано напряженное 
состояние в окрестности двух сфероидальных пор и 
включений в упругом материале обобщенным мето-
дом Фурье. Численная реализация модели позволила 
получить характер распределения локальных на-
пряжений в области их концентрации. Проведено 
сравнение результатов с решением методом конеч-
ных элементов. 

В данной работе развита локальная неосесим-
метричная модель напряженно-деформированного 
состояния зернистого композиционного материала, 
основанная на обобщенном методе Фурье. Включе-
ния имеют сферическую форму. Рассматривается 
случай параллельного расположения включений в 
упругом пространстве, которое находится под дей-
ствием одноосного и двуосного растяжения. 

 

Постановка задачи 
 

Рассматривается упругое пространство   с 
двумя непересекающимися сферическими включе-
ниями j , сдвинутыми друг относительно друга на 

a  вдоль оси  , как показано на рис. 1. Будем ис-
пользовать одинаково ориентированные цилиндри-
ческие j j j,( ), z   и сферические системы коорди-

нат j j jr ,( , )  , начала которых отнесены к центрам 

включений jO , j 1, 2 . Материалы матрицы и 

включений имеют упругие характеристики 

 0 0G , ,  j jG ,  соответственно (индекс 0 для 

характеристик матрицы может быть опущен). 
Будем считать, что на бесконечности приложе-

ны постоянные растягивающие усилия z T  , 

z z 0 
      (одноосное растяжение) или T

  , 

z 0 
      (двухосное растяжение), а включения 

находятся в условиях идеального контакта с матри-
цей. 

 
Рис. 1. Схематическое представление задачи 
 
Для определения напряженно-деформи-

рованного состояния в рассматриваемом теле необ-
ходимо решить краевую задачу для уравнения Ламе 
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а также указанными выше условиями на бесконеч-
ности. Здесь U  – вектор перемещений; FU  – отве-
чающий U  вектор усилий на соответствующей гра-
ничной поверхности;   – коэффициент Пуассона. 
Условие (2), (3) отражает идеальный контакт между 
матрицей и включениями. 
 

Решение задачи 
 

Решение задачи в упругом пространстве   
ищется в виде 
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при jx , 

где ( j)
s,n,ma , ( j)

s,n,mb  – неизвестные коэффициенты, 
которые определяются из граничных условий. Пе-
ремещение 0U  соответствует напряженно-
деформированному состоянию на бесконечности 
(для одноосного и двуосного растяжения упругого 
пространства): 
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1 T( 1) 1 T z
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  
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где T  – усилие на бесконечности; G  – модуль 
сдвига; z, )( , e e e  – орты цилиндрической системы 

координат. 
Введем следующий набор линейно независи-

мых частных решений уравнения Ламе для сфе-
ры [12]: 
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где m
n (cP os )  – функция Лежандра 1-го рода, сим-

волам «+»(«  ») в вектор-функциях (9) – (11) отве-
чают внешние (внутренние) решения для шара. 

Вектор напряжений на площадке с нормалью 
n  имеет вид 

   12G div · rot .
1 2 2
        

FU n U n U n U (12) 

Теоремы сложения связывают базисные реше-
ния уравнения Ламе в системах координат, совме-
щенных с центрами пары сфероидов. Для решений 
(9) – (11) справедливы следующие теоремы сложе-
ния [12]: 
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Для расположения полостей, представленного на 
рис. 1, 12z 0 , 12 / 2   , 12r a  и для сдвига 
вдоль оси x  12 0  . 
 

Разрешающая система уравнений 
 

Используя теоремы сложения (13) – (16), пред-
ставим вектор перемещения U  в системе координат 
с началом в точке 1O : 

 
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и с началом в точке 2O : 
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После удовлетворения граничных условий за-
дача сводится к бесконечной системе линейных ал-
гебраических уравнений относительно неизвестных 
коэффициентов ( j)
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Оператор системы уравнений (19) – (22) явля-
ется фредгольмовым при условии непересечения 
граничных поверхностей [13]. 

 
Анализ результатов 

 
Коэффициенты Пуассона материалов матрицы 

и включений приняты равными соответственно 
0 0,38   и j 0, 21  . 

Система уравнений (19) – (22) численно реша-
ется методом редукции. На основании полученных 
решений находятся нормальные напряжения на 
площадках, параллельных координатным плоско-
стям. 

На рис. 2 – 4 приведены распределения напря-
жений x / T , y / T , z / T  на линии, соединяю-

щей центры включений в зависимости от относи-
тельного расстояния a / R  между ними для низко-
модульных зерен jG / G 25  при одноосном растя-

жении. Напряжения x / T  при приближении вклю-
чений растут по абсолютной величине, оставаясь 
отрицательными, и вносят наибольший вклад в на-
пряженное состояние. Аналогично ведут себя на-
пряжения y / T , однако, при удалении включений 

в средней точке отрезка они практически равны ну-
лю. Напряжения z / T  при приближении включе-
ний меняют знак в средней точке отрезка и стано-
вятся сжимающими. 

 

 
Рис. 2. Напряжения x / T  на линии, соединяющей 

центры включений в зависимости от относительного 
расстояния между ними при одноосном растяжении 

 

 
Рис. 3. Напряжения y / T  на линии, соединяющей 

центры включений в зависимости от относительного 
расстояния между ними при одноосном растяжении 

 
На рис. 5 – 7 приведены распределения напря-

жений x / T , y / T , z / T  на линии, соединяю-

щей центры включений в зависимости от относи-
тельного расстояния a / R  между ними для низко-
модульных зерен jG / G 25  при двуосном растя-

жении. В тензоре напряжений определяющими яв-
ляются нормальные напряжения x / T , y / T  и 

z / T , которые растут с приближением включений 
друг к другу. Наибольшее значение напряжения 

x / T  наблюдается в средней точке линии, соеди-
няющей центры включений, в то время как для 

y / T  и z / T  их концентрация наблюдается на 

границе включений. 
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Рис. 4. Напряжения z / T  на линии, соединяющей 

центры включений в зависимости от относительного 
расстояния между ними при одноосном растяжении 

 

 
Рис. 5. Напряжения x / T  на линии, соединяющей 

центры включений в зависимости от относительного 
расстояния между ними при двуосном растяжении 

 

 
Рис. 6. Напряжения y / T  на линии, соединяющей 

центры включений в зависимости от относительного 
расстояния между ними при двуосном растяжении 

 

Заключение 
 
В работе предложен эффективный метод опре-

деления напряжений в упругом пространстве с дву-
мя параллельно расположенными сферическими 
включениями при одноосном и двуосном растяже-
нии. Метод позволяет точно удовлетворить гранич-
ным условиям на бесконечности и условиям идеаль-

ного контакта на границе включений. Метод редук-
ции, применяемый при численном решении разре-
шающих систем, обладает высокой скоростью схо-
димости, что обусловлено экспоненциальным убы-
ванием матричных коэффициентов. Для получения 
гарантированной точности в 0,1%  достаточно 
удерживать в бесконечной системе линейных алгеб-
раических уравнений (19) – (22) число уравнений, 
отвечающее maxn 6  при относительном расстоя-
нии между включениями a / R 2,5 . 

Полученные результаты могут быть использо-
ваны для моделирования локального напряженно-
деформированного состояния зернистого композита 
со сферическими зернами. 

 

 
Рис. 7. Напряжения z / T  на линии, соединяющей 

центры включений в зависимости от относительного 
расстояния между ними при двуосном растяжении 
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АНАЛІЗ НАПРУЖЕНОГО СТАНУ В ОКОЛІ ДВОХ СФЕРИЧНИХ ВКЛЮЧЕНЬ  

В ПРУЖНОМУ ПРОСТОРІ 
О. Г. Ніколаєв, Є. А. Танчік 

У роботі запропоновано ефективний метод визначення напружень у пружному просторі з двома пара-
лельно розташованими сферичними включеннями при одноосному і двоосному розтягуванні. Метод дозво-
ляє точно задовольнити граничним умовам на нескінченності та умовам ідеального контакту на поверхнях 
включень. Метод редукції, який застосовано при чисельному вирішенні розв’язної системи, має високу 
швидкість збіжності, що обумовлено експоненціальним спаданням матричних коефіцієнтів. Проведено чи-
сельний і якісний аналіз напруженого стану на лінії, що з’єднує центри включень, залежно від відносної 
відстані між включеннями. 

Ключові слова: сферичне включення, граничні умови, напружено-деформований стан, узагальнений 
метод Фур'є, метод редукції, зернистий композит. 

 
ANALYSIS OF THE STRESS STATE IN THE NEIGHBORHOOD  

OF TWO SPHERICAL INCLUSIONS IN ELASTIC SPACE 
A. G. Nikolaev, E. A. Tanchik 

An effective method for determining the stresses in the elastic space with two parallel spherical inclusions un-
der uniaxial and biaxial tension is proposed. Method enables to satisfy exactly the boundary conditions at infinity 
and perfect contact conditions at the boundary of inclusions. Reduction method, which is used in the numerical solu-
tion of resolving system, has a high rate of convergence, due to the exponential decrease of the matrix coefficients. 
The numerical and qualitative analysis of the stress state on the line connecting the centers of the inclusions depend-
ing on the relative distance between the inclusions are carried out. 

Key words: spherical inclusion, boundary conditions, stress-strain state, generalized Fourier method, method 
of reduction, granular composite. 

 
 
Николаев Алексей Георгиевич – д-р физ.-мат. наук, проф., зав. каф. высшей математики, Националь-

ный аэрокосмический университет им. Н. Е. Жуковского «ХАИ», Харьков, Украина. 
Танчик Евгений Андреевич – ассистент каф. высшей математики, Национальный аэрокосмический 

университет им. Н. Е. Жуковского «ХАИ», Харьков, Украина; e-mail: eug.tanchik@yandex.ru. 


