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Данная статья посвящена исследованию эффективных характеристик однонаправлено армированных 
композитов гексагональной структуры. Гомогенный материал рассматривается как трансверсально 
изотропный. Для нахождения эффективных упругих постоянных композита выполняется анализ на-
пряженного состояния плоской представительской ячейки в программном комплексе ANSYS. Числен-
ными экспериментами моделируются два случая обобщенного плоского деформированного состояния: 
одноосные растяжения в продольном и поперечном направлениях. Для моделирования продольного 
сдвига  использована математическая аналогия между антиплоской задачей теории упругости и ста-
ционарной задачей теплопроводности.  
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Введение 

 
Первые работы в области механики структур-

но-неоднородных сред были посвящены исследова-
ниям эффективных механических характеристик 
микронеоднородных материалов по правилу меха-
нического смешивания [1, 2]. Существует два пути 
определения эффективных характеристик компози-
ционных материалов. Первый способ является чисто 
феноменологическим, при этом физико-механи-
ческие постоянные определяются с помощью лабо-
раторных испытаний образцов из армированных 
материалов.  

Второе направление базируется на элементах 
структурного анализа и предполагает выражение 
физико-механических характеристик армированной 
среды через физико-механические характеристики 
армирующего и связующего материалов, размеры 
армирующих элементов и другие макроскопические 
параметры. Это направление предпочтительней, т.к. 
позволяет предсказать физико-механические свой-
ства композитов по физико-механическим характе-
ристикам их компонентов, решать вопросы, касаю-
щиеся рационального и оптимального проектирова-
ния армированных материалов и конструкций. 

В 1946 году И. М. Лифшиц и Л. Н. Розенц-
вейг [1] предложили рассчитывать макроскопиче-
ские свойства поликристаллов, решая стохастиче-
скую краевую задачу. Этот математический метод  
 

моделирования был развит впоследствии в трудах 
основоположников современной механики компо-
зитных материалов стохастической структуры 
В. А. Ломакина [2], Л. П. Хорошуна [3], Т. Д. Шер-
мергора [4], Г. А. Ванина [5], М. Берана [6], 
Н. А. Алфутова [7] и многих других ученых. В на-
стоящее время достигнуты значительные результаты 
прогнозирования эффективных линейно и нелиней-
но-упругих свойств, упругопластических и вязкоуп-
ругих характеристик, процессов деформирования и 
разрушения структурно-неоднородных материа-
лов [4]. 

Наиболее информативными являются матема-
тические модели механики композитов, основанные 
на представлениях микромеханики [8 - 17].  

Рассмотрим композиционный материал с одно-
направленным армированием волокон, параллель-
ными оси x (рис. 1).  

В объёмах, значительно превышающих радиус 
волокна, композит может рассматриваться как гомо-
генный ортотропный материал. Напряженное и де-
формированное состояния такого гомогенного мате-
риала характеризуется средними по объёму V вели-
чинами: 

 

ij ij
V

1 dV
V

   , ij ij
V

1 dV
V

   .           (1) 
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Рис. 1. Схема армирования композита 

 
В системе ортогональных декартовых коорди-

нат, совпадающей с плоскостями симметрии гомо-
генного ортотропного материала, закон Гука имеет 
следующий вид [7-9]: 

 

x 11 x 12 y 13 zb b b       , 

y 21 x 22 y 23 zb b b       , 

z 31 x 32 y 33 zb b b       , 

xy 44 xyb   , yz 55 yzb   , 

zx 66 zxb   .                         (2) 
 

Здесь ijb - упругие постоянные эквивалентного 

гомогенного материала. 
Матрица упругих постоянных является сим-

метричной ij jib b . Упругие свойства рассматри-

ваемого композита одинаковы в направлениях z и y 
и композит с гексагональным армированием в  
среднем является трансверсально изотропным. Это 
означает, что в законе Гука для такого материала 
есть только 5 независимых упругих постоянных, 
вследствие этого имеют место равенства: 

 

22 33 21 31 44 66b b ,  b b ,  b b   , 

22 23
55

b b
b .

2


                             (3) 

 
Целью настоящей работы является определе-

ние этих характеристик по известным упругим 
свойствам волокон и связующего. Материал воло-
кон и связующего предполагается изотропным. 

Для численного исследования выделяется ми-
нимальный представительский объём гексагональ-
ной структуры (рис 2), грани которого являются 

плоскостями симметрии геометрической структуры 
композита [12 - 17]. 

Для нахождения эквивалентных упругих по-
стоянных ijb  выполняется анализ обобщенного 

плоского деформированного состояния представи-
тельской ячейки в координатах y, z в программном 
комплексе ANSYS. Численными экспериментами 
моделируются три случая: одноосные растяжения в 
направлениях x, y и сдвиг в плоскости yz и zx.  

 
Рис. 2. Фигура ячейки 

 
Первый численный эксперимент моделирует 

одноосное растяжение осредненного материала в 
направлении оси x. 

Средние значения компонентов тензора де-
формации при этом такие  

 
3

x 10  , y 0  , z 0  , 

xy 0  , yz 0  , xz 0  .             (4) 
 

Граничные условия для структурного анализа 
представительской двумерной ячейки, соответст-
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вующие этому виду деформирования композита, 
являются следующими: 

Здесь 3
xu 10 - перемещение в направлении 

оси x.  
Граничные условия на ячейке имеют вид: 

 

yu (y 1, z) 0  , zy (y,z 3) 0   ,  

zu (y, z 3) 0  , yz (y 1, z) 0   . 
 

Здесь yu  и zu  - перемещение в направлении оси y и 

z. 
На остальных контурных линиях задаются ус-

ловия симметрии. 
Для численного анализа методом конечных 

элементов (КЭ) применен программный комплекс 
ANSYS. Для моделирования использовали элемент 
Plane 2 с 6 узлами и двумя степенями свободы в ка-
ждом узле (перемещения вдоль осей x, y), конечно-
элементная конструкция имела 15436 элементов 
(рис 3) [18]. 

 
Рис. 3. Схема разбиения конструкции на КЭ 

Численные результаты получены для стекло-
пластика. Механические свойства матрицы типа 
эпоксидного полимера следующие: Em = 4200 МПа; 
Gm = 1500 МПа, νm = 0,4, для волокна с модулем 
упругости Ea = 74800 МПа; Ga = 31000 МПа; коэф-
фициент Пуассона va = 0,2 [19]. 

Для композита с постоянным радиусом 
0 < r < 1 волокна коэффициент объемного содержа-
ния определяется из соотношения (см. рис. 2): 

 
21 r .

4
    

 
После завершения анализа в постпроцессоре 

вычислялись средние значения напряжений 
 

3 1

x x
0 0

1 dydz
3

    , 
1

z z
0

dy.             (5) 

 
Результаты первого численного эксперимента 

позволяют определить на основе соотношений (2) 
две упругие характеристики эквивалентного мате-
риала 

 

x
11

x
b





,        z

31
x

b





.                 (6) 

 
Численный анализ представительского объема 

дает возможность исследовать его напряженно-
деформированное состояние и оценить локальную 
концентрацию напряжений. На рис (4) представле-
ны такие результаты для первого численного экспе-
римента при 0,504  .  

 
 

              
a б 

Рис. 4. Распределение нормальных напряжений при 3
xu 10 и 0,504   вдоль оси x: a - x ; б - y  
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Второй численный эксперимент моделирует 
одноосное деформирование в направлении оси y. 
Средние значения компонентов тензора деформации 
при этом имеют значения 

 

x 0  , 3
y 10  , z 0,   

xy 0  , yz 0  , xz 0  .              (7) 

 
Растяжение вдоль оси y задается деформацией

 3
y 10  ;  

Здесь y - деформация в направлении оси y. 

Для структурного анализа представительской 
двумерной ячейки граничные условия, соответст-
вующие этому виду деформирования композита, 
являются следующими: 

На линии y =1: 3
yu 10 и yz 0  . 

Здесь yu  - перемещение в направлении оси y. 

Граничные условия на ячейке имеют вид: 
 

zu (y, z 3) 0  , zy (y,z 3) 0   . 
 
На остальных контурных линиях задаются ус-

ловия симметрии. 
Средние значения напряжений вычислялись в 

постпроцессоре после завершения анализа  
 

3

y y
0

1 dz
3

   ,  
1

z z
0

dy.                  (8) 

 
Результаты второго численного эксперимента 

позволяют определить на основе соотношений (2) 
следующие упругие постоянные  

 

y z
22 32

y y
b ,  b

 
 

 
.                     (9) 

 
Третий численный эксперимент моделирует 

сдвиг материала в плоскости zx. Для проведения 
численного эксперимента по продольному сдвигу с 
использованием возможностей программного ком-
плекса ANSYS требуется построение 3-D модели 
представительского объема. Решение пространст-
венной задачи с высокой степенью детализации за-
нимает значительное время и ресурсы ЭВМ. 

Имеется возможность ограничиться 2-D анали-
зом, если воспользоваться математической аналоги-
ей между задачей продольного сдвига призматиче-
ского элемента (как частным случаем антиплоской 
деформации) и задачей о стационарном распределе-

нии температуры в плоской области. 
Решение антиплоской задачи для случая про-

дольного сдвига сводится к нахождению перемеще-
ния w(y, z)  в направлении армирования. 

Функция w(y, z) должна удовлетворять гармо-
ническому уравнению в области S поперечного се-
чения представительского объема 1 2S S S   
(см. рис. 2). 

Гармоническое уравнение имеет один и тот же 
вид в областях 1S  и 2S : 

 
2w 0.                                (10) 

 
Касательные напряжения выражаются через 

перемещение w(y, z)  с учетом различия модулей 
сдвига для волокон и связующего  
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1

1
wG
y


 


, 

zx
1

1
wG
z


 


, 

yx
2

2
wG
y


 


, 

zx
2

2
wG
z


 


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На внешних границах области S задаются ус-

ловия:  
 

k k k
yx zx xnl m p ,  (k=1,2),     

 
где l, m- компоненты единичной нормали к грани-
цам,  

xnp - внешняя продольная нагрузка. На линиях 
x=0, y=0 можно задавать условия равенства нулю 
перемещений: 

- при сдвиге в плоскости xoy: 
w=0 (y=0); 

- при сдвиге в плоскости xoz: 
w=0 (z=0). 

Стационарная задача теплопроводности также 
сводится к гармоничному уравнению для темпера-
турного поля T(y,z) :  

 
2T 0.                                   (12) 

 
Тепловой поток в разных областях определяется 
соотношениями: 

 

1
y 1

TQ K
y





, 1

z 1
TQ K
z





, 

2
y 2

TQ K
y





, 2

z 2
TQ K ,
z





                (13) 

 
где 1K , 2K - коэффициенты теплопроводности для 
соответствующих областей. 
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На внешних границах области S могут быть за-
даны граничные условия второго рода: 

 

z
k k k
y nQ l Q m Q ,  (k=1,2),                  (14) 

 
где nQ - внешний тепловой поток, заданный на гра-
нице. На линиях y=0 , z=0 можно принять нулевую 
температуру при теплопереносе 

- вдоль оси y: T=0 (y =0), 
- вдоль оси z: T=0 (z =0); 

На границе kL  между различными областями 
должны выполняться условия непрерывности. Для 
задачи о продольном сдвиге должны быть непре-
рывны перемещения и касательные напряжения. 
Для задачи о стационарном распределении темпера-
туры должны быть непрерывны температура и теп-
ловые потоки. 

Краевая задача продольного сдвига (10), (12) 
аналогична краевой задаче теплопроводности (13), 
(14). 

Если при решении тепловой задачи принять, 
что 1 1K G , 2 2K G ,то численные значения тем-
пературы T(y,z)  будут равны перемещению 
w(y, z) , а тепловые потоки yQ , zQ  будут равны 

касательным напряжениям: 
 

y yxQ   , z zxQ   .                   (15) 
 
Результаты такого моделирования представле-

ны при температуре ocT 1 на линии 3z  на ри-
сунках 5, 6, 7. 

 

 
 

Рис. 5. Распределение температуры. Соответствует 
перемещению w  при продольном сдвиге 

 
 

Рис. 6. Тепловой поток yQ . Соответствует  

напряжению yx при продольном сдвиге 
 

  
 

Рис. 7. Тепловой поток zQ  в узлах. Соответствует  
напряжению zx при продольном сдвиге 

 
После нахождения средних значений xz  и xz  

можно найти модуль продольного сдвига эквива-
лентного гомогенного материала: 

 

xz
66

xz
b





,                           (16) 

 

где 
1

xz z
0

Q dy   . 
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Для решения практических задач часто исполь-
зуется закон Гука в прямой форме 

 
[A] ,                             (17) 

 
где A - обратная матрица упругих постоянных  
[A] = [B]-1. 

На основе матрицы [A] определяем упругие ха-
рактеристики, включая модули упругости, коэффи-
циенты Пуассона и модули сдвига эквивалентного 
материала  

 

11 22 33
x y z

yx xy zy yzzx xz
12 13 23

y x z x z y

1 1 1a ; a ; a ;
E E E

a ; a ; a .
E E E E E E
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    
           

 
xy 44G b ,  yz 55G b ,  zx 66G b .         (18) 

Численные расчеты 
 
Полученные выше численные методики реали-

зованы в расчетах. В таблице 1 даны упругие свой-
ства стеклопластика при 0,504  . 

Построены численные зависимости безразмер-

ных модулей сдвига композита xy
m

G
G G , и Юн-

га x
m

EE E , y
m

E
E E  от относительного объ-

ёмного содержания волокна при различных значе-
ниях   (рис. 8, 9, 10). 

Они сравниваются с результатами, полученны-
ми по формуле Г. А. Ванина для композита с круг-
лыми волокнами [5]: 

 
m b m

x b m
m b m b

8G (1 )( )
E E (1 )E

2 (1 )( 1)G / G
     

    
       

,                                     (19) 

 
2

yx m b m m b m m m b

y x m m b m b m m b

( ) 2(1 )( 1) ( 1)( 1 2 )G / G (1 ) (1 )G / G1 1 2
E E 8G 2 (1 )( 1)G / G (1 )G / G

                 
                

,    (20) 

 
m b

xy m
m b

1 (1 )G / G
G G

1 (1 )G / G
   


   

,                                                              (21) 

 
где m m3 4     и b b3 4    .  
  

Таблица 1 
Эффективные упругие постоянные 

Параметр Значение Единица  
измерения 

xE  44380 

yE  18150 

Модуль  
упругости 

zE  18150 

МПа 

xyG  4950 

yzG  4410 

Модуль  
сдвига 

zxG  4950 

МПа 

xy  0,32 

yz  0,27 

Коэффициент  
Пуассона 

zx  0,32 

– 

 
 

 
 

Рис. 8. Зависимость безразмерного модуля сдвига 
стеклопластика от относительного объёмного  

содержания волокна    
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Рис. 9. Зависимость безразмерного модуля Юнга 
вдоль оси x стеклопластика от относительного  

объёмного содержания волокна    
 

  
Рис. 10. Зависимость безразмерного модуля Юнга 

вдоль оси y стеклопластика от относительного  
объёмного содержания волокна   

 
Как видно из рисунков, максимального значе-

ния различие между численной методикой и резуль-
татами Г. А. Ванина достигает для 0,92   практи-
чески независимо от соотношения волокна и матри-
цы.  

При этом относительное различие модулей 
сдвига и Юнга композита монотонно возрастает с 
ростом относительного объемного содержания от 
единицы до значений упругих характеристик мате-
риала волокон.  

 

 
 

Выводы 
 
Разработана методика нахождения эффектив-

ных упругих характеристик однонаправленно арми-
рованных волокнистых композитов гексагональной 
структуры. 

Были определены эффективные упругие свой-
ства стеклопластинки с использованием программ-
ного комплекса ANSYS. Исследования проводились 
методом конечных элементов.  
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ЧИСЕЛЬНА МЕТОДИКА ЗНАХОДЖЕННЯ ЕФЕКТИВНИХ ХАРАКТЕРИСТИК  

ОДНОСПРЯМОВАНО АРМОВАНИХ КОМПОЗИТІВ ГЕКСАГОНАЛЬНОІ СТРУКТУРИ 
С. Дарія заде, Г. І. Львов 

Статтю присвячено дослідженню ефективних характеристик однонаправлено армованих композитів ге-
ксагональної структури. Гомогенний матеріал розглядається як трансверсальний ізотропний. Для знахо-
дження ефективних пружних постійних композиту виконується аналіз напруженого стану плоского пред-
ставницького елементу в програмному комплексі ANSYS. Чисельними експериментами моделюються два 
випадки узагальненого плоского деформованого стану: одноосні розтягування в подовжньому і поперечно-
му напрямах. Для моделювання подовжнього зміщення використана математична аналогія між антиплоским 
завданням теорії пружності та стаціонарним завданням теплопровідності. 

Ключові слова: композит, ефективні пружні властивості, чисельний аналіз. 
 

NUMERICAL METHOD FOR DETERMINATION OF EFFECTIVE CHARACTERISTICS  
IN UNIDIRECTIONAL REINFORCED COMPOSITES HEXAGONAL STRUCTURE 

Saeed Darya zadeh, G. I. Lvov 
This paper is devoted to the study of effective characteristics of unidirectional reinforced composites hexago-

nal structure.  Homogeneous material is considered as transversely isotropic .To find the equivalent elastic constants 
of composites analysis of the plane stress state representative cell in the software package ANSYS. Numerical ex-
periments are simulated two cases of generalized plane strain state: uniaxial tensile in the longitudinal and transverse 
directions. For modeling the longitudinal shear is used a mathematical analogy between anti-plane problem of the 
theory of elasticity and the stationary heat conduction problem. 

Keywords: composite, effective elastic properties, numerical analysis. 
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