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Приведено математическое описание нестационарных тепловых режимов кабин и отсеков транс-
портных самолетов при кондиционировании на основе метода сосредоточенной емкости. В качестве 
тепловых емкостей выделены: воздух внутри кабины; ограждающие конструкции; внутренние конст-
рукции; электрическое оборудование; грузы. Для решения полученной системы дифференциальных 
уравнений с начальными условиями использован модифицированный метод Хемминга. Сформулирована 
и решена задача диагностики тепловых характеристик кабин и отсеков транспортных самолетов по 
данным испытаний, которая относится к классу внутренних обратных  задач теплообмена. В проце-
дуре параметрической идентификации тепловых характеристик использован экстремальный ите-
рационный метод Ньютона-Гаусса, который обладает устойчивостью и достаточно бы-
строй сходимостью. 
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Введение 

 
В процессе проектирования транспортных са-

молетов (ТС) требуется проводить исследования для 
решения комплексной проблемы обеспечения теп-
ловых режимов в зонах размещения пассажиров и 
экипажа, блоков оборудования, грузов и багажа, 
элементов конструкции самолета. От качества и 
энергетической эфективности создания  ТР зависит 
безопасность и экономичность полетов, коммерче-
ская привлекательность самолета.   

Обеспечение тепловых режимов на ТС имеет 
ряд особенностей: большие затраты энергии при 
ограниченных ресурсах, изменение в широких пре-
делах температуры атмосферного воздуха в течение 
полета, тепловая инерционность элементов конст-
рукции ТС, большая плотность размещения в лю-
дей, оборудования и грузов, нестабильность источ-
ников воздуха. Тепловые режимы ТС требуют реа-
лизации сложных теплофизических и газодинамиче-
ских процессов, их многоуровневого управления. 

Проектирование систем обеспечения тепловых 
режимов (СОТР) – это продолжительный, много-
этапный, дорогостоящий процесс, одним из основ-
ных элементов которого является анализ проектно-
конструкторских решений с позиций выполнения ТЗ 
и требований НТД.   

Математическое описание нестационарного ТР 
кабины самолета при наземном кондиционировании 
впервые было представлено в статье А.М. Гершко-
вича [1], его метод был развит и обобщен в работах 

[2 – 4]. В этих работах математическое описание ТР 
авиационных кабин получено на основе метода со-
средоточенной тепловой емкости.  

Прикладным исследования для решения про-
блемы обеспечения ТР на ЛА посвящен также ряд 
современных работ зарубежных авторов [6 – 8]. 

В представленной статье приведены теоретиче-
ские основы моделирования и диагностики тепло-
вых характеристик (ТХ) кабин и отсеков транспорт-
ных самолетов.  

Актуальность научной проблемы в теоретиче-
ском плане связана со сложностью моделирования 
тепловых процессов, которые характеризуются мно-
гофакторностью и многофункциональностью, дина-
мичностью, распределенностью параметров. В 
практическом плане актуальность обусловлена от-
сутствием наработанных и апробированных моде-
лей и методов исследования сложных теплообмен-
ных и газодинамических процессов, которые осуще-
ствляются в кабинах и отсеках ТС.  

 
1. Моделирование нестационарных  

тепловых режимов ТС 
 

В исследованиях тепловых режимов авиацион-
ных герметических кабин нашел широкое примене-
ние метод сосредоточенной емкости. Как отмечает 
академик Ю.М. Мацевитый [5], использование ме-
тода сосредоточенной емкости позволяет эффектив-
но решать прямые и обратные задачи теплопереноса 
относительно моделирования, идентификации и оп-
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тимизации теплотехнологических и физических 
процессов, и базируется на системном подходе к 
решению сложных задач переноса.  

Будем рассматривать кабину как систему, меж-
ду элементами которой происходит теплообмен и 
которая взаимодействует с источниками тепла, 
рис. 1.  

 
 
Рис. 1. Граф  системы тепловых емкостей  

 
По признакам однородности вещества и подо-

бия процессов теплообмена в кабине  выделим сле-
дующие тепловые емкости (узлы графа): воздух 
внутри кабины (В); ограждающие конструкции (О); 
внутренние конструкции (К); электрическое обору-
дование (Э); грузы (Г). 

Для кабины источниками тепла являются: лю-
ди ( лS ); система кондиционирования воздуха 
( сквS ); смежные отсеки ( смjS , j 1 M  ); атмосфер-

ный воздух ( аS ); солнечная радиация ( сS ); бортовая 
система электрoпитания ( эS ). 

Тепловые взаимодействия выделенных емко-
стей кабины с источниками тепла и между собой 
представлены на графе в виде ребер, связывающих 
узлы. В соответствии с этим, представим расширен-
ную матрицу тепловых взаимодействий выделенных 
тепловых емкостей. 

Тепловые взаимодействия выделенных емко-
стей кабины с источниками тепла и между собой 
представлены на графе в виде ребер, связывающих 
узлы. В соответствии с этим, представим расширен-
ную матрицу тепловых взаимодействий выделенных 
тепловых емкостей. 
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где ijQ  – элемент матрицы, соответствующий вели-

чине теплового воздействия емкости j  на емкость 
i ; элементы столбца источников тепла S  представ-
ляют тепловые воздействия этих источников на ем-
кость, в строке которой они размещены. 

Полученная матрица обладает следующими 
свойствами: 

1) диагональные элементы матрицы равны ну-
лю, iiQ 0, i в, о, к, э, г  ; 

2) для элементов матрицы, симметричных от-
носительно главной диагонали матрицы справедли-
во соотношение ij jiQ Q , j i   . 

Для единицы массы вещества каждой выделен-
ной емкости кабины в соответствии с 1-м законом 
термодинамики, с  учетом того, что тепло, подводи-
мое к элементу системы, расходуется на изменение 
его энтальпии, и давление сохраняет постоянное 
значение, после дифференцирования по времени   
можно записать уравнение теплового взаимодейст-
вия емкостей: 

di dq
d d


 

,                                 (1) 

где i  – удельная массовая энтальпия; dq d  – ко-
личество тепла, подводимого к единице массы ве-
щества в единицу времени. 

Изменение энтальпии происходит во всех вы-
деленных емкостях, поэтому будем рассматривать 
кабину как объект, состоящий из пяти емкостей. Для 
представления выделенных емкостей воспользуемся 
концепцией сосредоточенной емкости [5], в которой  
предполагается, что градиентами температуры в 
пространстве емкости можно пренебречь и тепловое 
состояние сосредоточенной емкости может быть 
представлено обыкновенным дифференциальным 
уравнением вида: 

dTc Q
d

 


,                             (2) 

где c ,   – удельная теплоемкость и плотность тела; 
T  – температура; Q  – количество тепла, подводи-
мого к телу в единицу времени.  

Уравнение (2) соответствует уравнению (1) при 
di c dT   и dq d Q  . Таким образом, тепловое 
состояние сосредоточенной емкости определяется ее 
температурой. При множестве источников тепла с 
которыми взаимодействует выделенная емкость те-
пловой поток к емкости определяется притоками 
тепла и тепловыми потерями в соответствии со сле-
дующим выражением: 

ji
i j

dq Q Q
d

  
   ,                           (3) 
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где 
i

i
Q  – сумма поступлений тепла; 

j
j

Q  – 

сумма тепловых потерь.  
С учетом выражения (3) уравнение (2), опреде-

ляющее тепловое состояние сосредоточенной емко-
сти, примет следующий вид: 

ji
i j

dTсM Q Q
d

  
   ,                   (4) 

где M  – масса сосредоточенной емкости; c  – экви-
валентная удельная теплоемкость, которая опреде-
ляется как средневзвешенное значений удельных 
теплоемкостей материалов составляющих их эле-
ментов: 
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В (4) тепловые потоки 
i

Q , 
j

Q  определяются 

способом переноса тепла между источниками и сто-
ками тепла и выделенными емкостями, при этом 
предполагается взаимную независимость отдельных 
тепловых взаимодействий. 

Относительно свойств выделенных тепловых 
емкостей, источников тепла и условий протекания 
процессов теплового взаимодействия сделаны сле-
дующие допущения: 

– тепловые и конструктивные характеристики 
выделенных емкостей не зависят от температуры; 

– температура для каждой емкости в любой 
момент времени одинакова во всех ее точках, вклю-
чая поверхности теплообмена; 

– тепловое взаимодействие выделенных емко-
стей рассматривается как последовательность ква-
зиустановившихся процессов; 

– перенос тепла через ограждающие конструк-
ции осуществляется теплопроводностью в соответ-
ствии с законом Фурье; 

– перенос тепла на поверхностях теплообмена 
выделенных емкостей осуществляется независимо 
конвекцией и излучением в соответствии законами 
Ньютона–Рихмана и Стефана–Больцмана, при этом 
воздух в лучистом теплообмене не участвует; 

– в тепловых потоках от пассажиров и из сис-
темы кондиционирования воздуха скрытая теплота, 
обусловленная наличием водяного пара, не учиты-
вается; 

– характеристики источников тепла не зависят 
от теплового состояния выделенных емкостей. 

В виде графа системы тепловых емкостей, рис. 
1, может быть представлена каждая кабина много-
объемной герметической кабины самолета.   

В соответствии с (4), используя граф ГК, рис. 1, 
и матрицу тепловых взаимодействий, нестационар-

ный тепловой режим ГК самолета, состоящей из N  
кабин, может быть описан следующей системой 
обыкновенных дифференциальных уравнений: 
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  (5) 

i 1 N  , 
где С , T  – теплоемкости и температуры выделен-
ных емкостей; лQ , сквQ , аQ , c Q , эиQ  – тепловые 
потоки от источников тепла; смjQ  – тепловые пото-

ки из смежных кабин; vв v о,к,г, эQ   – тепловые по-

токи к воздуху в кабине от ограждающих и внут-
ренних конструкций, электрического оборудования 
и грузов; вv v о,к,г,эQ  – тепловые потоки от воздуха 

в кабине к ограждающим и внутренним конструкци-
ям, электрическому оборудованию и грузам, 

вv vвQ Q  ; k l k, l о,к,г, э, k l
Q

 
 – тепловые потоки 

между ограждающими и внутренними конструк-
циями, электрическим оборудованием, грузами, 

lk klQ Q  . 

Система (5) представляет собой систему обык-
новенных дифференциальных уравнений с перемен-
ными параметрами, нелинейную относительно не-
известных температур вiT , oiT , кiT , эiT , гiT . На-
чальные условия задаются в виде значений темпера-
тур вi0T , oi0T , кi0T , эi0T , гi0T  емкостей в началь-
ный момент времени   = 0. 

Для численного решения использован модифи-
цированный методом Хемминга, основанным на 
методе прогноза и коррекции 4-го порядка Милна. 
Значения решения ищутся на сетке равноотстоящих 
точек i 0 ih, i 0, 1, , n      .  

 
2. Диагностика тепловых  

характеристик ТС 
 
Задача диагностики тепловых характеристик 

самолета по данным испытаний относится к классу 
обратных задач математического моделирования, 
которую формально можно представить в виде: 
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 э x c, t , 

где x  – вектор искомых значений тепловых харак-
теристик;   – оператор преобразования параметров 
температурных режимов кабины и вектора заданных 
значений условий однозначности в искомые значе-
ния тепловых характеристик кабины x ; c  – вектор 
заданных значений условий однозначности; эt  – 
экспериментально определенный вектор функцио-
нальных зависимостей значений параметров темпе-
ратурных режимов кабины.  

До определения эt , значения вектора x  пред-
варительно рассчитываются, и могут быть исполь-
зованы в качестве  начального приближения или для 
формирования ограничений на значения x  при ре-
шении обратной задачи. 

В нестационарном процессе теплообмена каби-
ны принимают участие тепловые потоки, обуслов-
ленные теплоемкостью воздуха и элементов конст-
рукции. В качестве компонентов вектора парамет-
ров, определяющих ТР кабины t , будем рассматри-
вать температуру воздуха, 1t , и температуру эле-

ментов конструкции, 2t . В соответствии с (5), ис-
пользуя граф, рис. 1, и матрицу тепловых взаимо-
действий, нестационарный ТР кабины представим в 
виде системы:  

 1
1 2 1 1 1 2 3

2
2 1 2 2

dt
c c x t x t c ;

d
dt

x t x t ,
d

       

  
 

           (6) 

где 1 2 3c ,c ,c  – компоненты вектора  заданных зна-

чений условий однозначности, c ; 1 2x , x  – компо-
ненты вектора условий однозначности x , к которо-
му относятся искомые значения тепловых характе-
ристик кабины.   

Математическая модель процесса теплообмена 
кабины, которая представлена системой уравнений 
(6), позволяет рассчитывать значения температур 1t , 

2t  в зависимости от времени  . Для согласования 
модели с реальностью должны быть измерены n 
фактических значений температур эit  в определен-

ные моменты времени i , и требуется подобрать 

значения теплофизических свойств кабины 1x , 2x  

таким образом, чтобы разности    i pi эit t  x x  

расчетных,  pit x , и экспериментальных, эit , зна-

чений параметров ТР кабины, определенные в i -е 
моменты времени, были “близки” к нулю. Формаль-
но эту задачу можно представить как задачу мини-
мизации следующего функционала: 

     
n 22

i r
i 1

10,5 θ
2

   x x x ,                 (7) 

где  θ x  – нелинейная векторная функция, имею-

щая n компонент  i x  и евклидова норма которой 

  rθ x  - представляет невязку в точке x .  

Если математическая модель процесса тепло-
обмена кабины самолета составлена правильно - 

величина  *
r

θ x  должна быть “близкой” к нулю. 

При построении метода поиска минимального 
значения функционала   x  используют разложе-
ние этого функционала в ряд Тейлора для векторно-
го случая, ограничиваясь при этом 3-мя первыми 
членами ряда: 

     

   
T

2 T 3

x h x x hg x x
1 h x G x x O h ,
2

       

   
          (8) 

где x , Δx  – точка и направление в m-мерном про-
странстве; h  – скалярный аргумент, значение кото-
рого близко к нулю;  g x  – градиент по направле-

нию;  G x  – матрица Гессе, которая определяется 
следующим образом: 

 

2 2

2
1 m1

2

2
1 m m

x xx

x x x

    
 

  
   
    
   

G x



 



. 

Матрица Гессе симметрична, и для скалярной 
функции совпадает с матрицей Якоби градиента 
этой функции. Матрица Якоби  J x для n-мерной 

функции       T1 nθ , ,  x x x  m-мерного ар-

гумента x  – это n m  матрица,  i, j -й элемент 

которой является производной от i  по jx . 

В методе Ньютона осуществляется квадратич-
ная аппроксимация минимизируемого функционала 
  x , при которой в окрестности текущей точки 
 kx  берутся три первых члена разложения в соот-

ветствии с теоремой Тейлора (8): 
         k k k kT T1x x x g x x G x

2
          . 

Из условия минимума функционала   x  на 

векторе  kx : 
         
k k

k kT T
x x x 1g x x G x 0

x 2

   
     


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и с учетом симметрии матрицы Гессе, находим ус-
ловие, которому должен удовлетворять вектор 

 kΔx : 
     k k k G Δx g .                          (9) 

Направление  kΔx , которое является решени-
ем системы (9), называется Ньютоновским. С уче-
том соотношений (7), градиент и матрицу Гессе 
функционала   x  можно представить в виде: 

     Tg x J x θ x ;  

         
n

T
i i

i 1
θ


 G x J x J x x G x            (10) 

где  iG x  – матрица Гессе для  i x . 

Если  kx  – текущая оценка решения задачи 
минимизации функционала   x , определяемого 
выражением (7), то, с учетом соотношений (10), век-
торно-матричное уравнение (ВМУ) (9) определяю-

щее Ньютоновское направление  kΔx , может быть 
записано в следующем виде: 

             n k kk k k k kT T
i i

i 1
θ



 
    

 
J J G Δx J θ , (11) 

здесь индекс  k  обозначает принадлежность вели-

чины оценке  kx . 

При стремлении функционала    k x  к ми-

нимуму,    kθ x  приближается к нулю, также при-

ближается к нулевой и матрица    n k k
i i

i 1
θ


 G . Соот-

ветственно, систему (11) можно упростить следую-
щим образом: 

         k k k k kT T J J Δx J θ , 
и далее 

          k k k k kT T Δx J J J θ , 

здесь элементы матрица Якоби представляют весо-
вые коэффициенты чувствительности расчетного 
значения параметра температурного режима кабины 
 k
pit  к изменению j -го компонента вектора искомых 

ТХ кабины.  
Поиск экстремума основан на итерационной 

процедуре построения последовательности векторов 

искомых параметров   kx : 

     k 1 k k   x x x , 
где k – номер итерационного шага;   – коэффици-
ент, корректирующий длину шага. 

Этот метод относится к классу экстремальных, 

итерационных методов, характеризуется устойчиво-
стью, достаточно высокой скоростью сходимости и 
небольшим объемом вычислений. Блок-схема мето-
да приведена на рис. 2. 

 

 
 

Рис. 2. Блок-схема алгоритма диагностики ТХ 
 

Выводы 
 

1. В статье представлена модель нестационар-
ного  теплообмена авиационных кабин на основе 
графа системы сосредоточенных емкостей и матри-
цы их взаимодействий. 

2. Поставлена и решена внутренняя обратная 
задача теплообмена, которая является основой для 
диагностики тепловых характеристик кабин и отсе-
ков транспортных самолетов.  

3. Результаты моделирования и диагностики 
ТХ транспортных самолетов рекомендуются для 
использования при проектировании систем обеспе-
чения тепловых режимов.  
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МОДЕЛЮВАННЯ І ДІАГНОСТИКА ТЕПЛОВИХ ХАРАКТЕРИСТИК  
ТРАНСПОРТНИХ ЛІТАКІВ 

О.І. Хлистун, В.П. Бочаров 
Наведено математичний опис нестаціонарних теплових режимів кабін і відсіків транспортних літаків 

під час кондиціонування на основі методу зосередженої ємності. В якості теплових ємностей виділено: пові-
тря всередині кабіни; огороджувальні конструкції; внутрішні конструкції; електричне обладнання; вантажі. 
Для розв'язання отриманої системи диференційних рівнянь з початковими умовами використано модифіко-
ваний метод Хеммінга. Сформульовано та розв'язано задачу діагностики теплових характеристик кабін і 
відсіків транспортних літаків за даними випробувань, яка відноситься до класу  внутрішніх зворотних теп-
лообміну. У процедурі параметричної ідентифікації теплових характеристик використано екстремальний 
ітераційний метод Ньютона-Гауса, який є стійким і має достатньо швидку збіжність. 

Ключові слова: теплові характеристики, теплові режими, моделювання, діагностика, кабіни і відсіки 
транспортних літаків. 

 
MODELING AND DIAGNOSTICS OF TRANSPORT AIRCRAFT  

THERMAL CHARACTERISTICS  
O.I. Khlystun, V.P. Bocharov 

In the article it has been presented the mathematical description of transport aircraft cabins and compartments 
nonstationary thermal modes during conditioning, this description is based on the accumulated capacity concept. As 
accumulated capacities considered: air inside of cabin; fencing constructions; inside constructions; electrical equip-
ment; cargoes. It has been used modified algorithm of Hemming for solving obtained system of differential equa-
tions with initial conditions. It has been formulated and solved problem of transport aircraft cabins and compart-
ments thermal characteristics with using the data of tests, this problem belongs to the class of inside inverse prob-
lems of heat exchange. Newtonian-Gauss extreme iterative technique has been used in the procedure of   thermal 
characteristics parametrical identification, which has stability and quick convergence.   

Key words: thermal characteristics, thermal modes, modeling, diagnostics, of transport aircraft cabins and 
compartments. 
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