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Рассмотрены теоретические основы нахождения погрешностей математических моделей авиационных 
газотурбинных двигателей при построении систем оценки их технического состояния. 
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1. Формулирование проблемы 

 
Изучение минимально возможной погрешности 

модели авиационного двигателя, возникающей при 

приближенном решении задачи диагностирования 

технического состояния конкретного экземпляра 

двигателя, начнем с рассмотрения частного случая. 

Предположим, что априорное множество коррект-

ности модели является параллелепипедом вида [1]: 

     XYRAFTETTAQL TT ,1*1*1   , 

порожденным ядерным оператором состояния В, 

перестановочным с информационным оператором F.  

Пусть 
 1}{ kk  – ортонормированный базис соб-

ственных векторов оператора В; 
1

2}{ kkb , 
1}{ kkf  – 

соответствующие наборы собственных чисел опера-

торов В и F соответственно. Рассмотрим задачу 

оценки снизу погрешности произвольной допусти-

мой решающей процедуры d  D относительно 

функционала погрешности Ω2 [2]. 

Согласно [2] функция риска произвольной до-

пустимой решающей процедуры удовлетворяет сле-

дующему неравенству для всех x  W: 
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Ввиду того, что базис 
 1}{ kk  является собст-

венным для оператора В, порождающего множество 

корректности W, каждый вектор k будет допусти-

мым направлением для всех точек x  W. Таким об-

разом, из (1) получаем 
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Отметим, что правая часть неравенства (2) зави-

сит только от математического ожидания решающей 

процедуры d  D. 

 
2. Решение проблемы 

 
Пусть Xn – подпространство, натянутое на векто-

ры n
kk 1}{  ; En – соответствующее ему арифметиче-

ское евклидово пространство (En – подпространство 

R()). Обозначим через Pn: X  En оператор ортого-

нального проектирования, а через zk – координаты 

точек z  En (k = 1, 2,…, n). Пусть g{z) – непрерывно 

дифференцируемое отображение проекции множе-

ства корректности PnW во все En. Тогда среднее от 

функционала 
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удовлетворяет следующему неравенству: 
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Для доказательства этого утверждения рассмот-

рим функционал )(
2
n  как функционал от отобра-

жения g: PnW  En. Запишем систему уравнений 

Эйлера для экстремального отображения v(z) функ-

ционала ))(()(
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Из (4) следует, что система уравнений распадает-

ся. Пусть uk(zk) = vk(bkzk) – bkzk, тогда uk(z) удовле-

творяет уравнению: 
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откуда следует, что 
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Таким образом, экстремальная функция  

v(z) = <v1,…,vn>, 
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является гладкой функцией, которая реализует аб-

солютный минимум функционала )(
2
n . Действи-

тельно, приводя его к сумме положительных квад-

ратичных форм, получим 
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Отсюда следует, что для всех g(z) 

   )()( )(
2

)(
2  vg nn . Вычислим 

  )()(
2 vn

 
.

1)()(

1

)(
2
1

1

1
2
1

21
2
1

1

1

1

2

1

1
2

2

1

1

1

1

1
2

1

1

1

2
1

1

1

1

1

2

2









 

 







 



 

 









































 



























 









 















 





















 

n

k k

kk

kk

kk

k
k

k

k
k

k

kk
k

n

k kk

kk

k
k

k

kk

n

k
kk

k

kk

n

k
kk

k

kk

f
fb

fbth

bf

bz
dz

duzu

dzu
dz

ud
bf

u

bf
zuzb

dz
dz

dub
dz

du
bf

dzudzb
dz

du
bf

dzub
dz

du
bf

 

Что и требовалось доказать. 

Неравенства (3) позволяет показать, что погреш-

ность произвольной допустимой решающей проце-

дуры относительно функционала погрешности 

удовлетворяет неравенству 
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Из неравенства (2) вытекает, что для всех d  D 

и для всех n 
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Ввиду того, что неравенство (5) справедливо для 

всех n, получим следующую оценку для погрешно-

сти произвольной решающей процедуры d  D: 
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откуда следует утверждение теоремы. 

Погрешность произвольной допустимой решаю-
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щей процедуры d  D относительно функционала 

погрешности 1 удовлетворяет неравенству 

21 ),(supinf)(inf 
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dxd
WxDdDd
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Доказательство следует из того, что среднее зна-

чение не превосходит наибольшего значения функ-

ции. 

В качестве замечания можно отметить, что из 

ядерности оператора В имеем 
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Для рассмотрения более общего случая оценки 

погрешности требуется обобщение одного результа-

та вариационного исчисления для непрерывно диф-

ференцируемых функций в конечномерном арифме-

тическом (евклидовом) пространстве.  

Пусть En – n-мерное арифметическое простран-

ство, а  M  En – шар радиуса  с центром в точке 

нуль. Обозначим через nС  множество всех непре-

рывно дифференцируемых (по Гато) отображений 

шара M во все En. Пусть Q и G – два положительно 

определенных симметричных линейных оператора 

(матрицы), действующие в En. Рассмотрим на мно-

жестве nС  положительный функционал 
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определенный для всех   MzCu n , . Для всех 

nCu   функционал (6) удовлетворяет неравенству 
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Доказательство этого утверждения опирается на 

следующее положение. Если на поверхности шара 

M отображение nCu   удовлетворяет неравенству 
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Здесь M – поверхность шара М [3]. 

Пусть V – гиперобъем шара M, а (z) – эле-

мент поверхности M шара M.  Согласно П.Леви 

[2], имеем 
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Далее, для любой матрицы G: Еn  En 
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С другой стороны, из (11), используя формулу 

Грина, легко получить, что для любой матрицы 

G: Еn  En 
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где e(z) – вектор единичной нормали к поверхности 

M шара M. Используя формулу Грина, симмет-

ричность матрицы G и неравенства Копта – Буня-

ковского, для любого nCu   получим, что 
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Далее, используя соотношения (10), (12) и нера-

венство (8), найдем 
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Таким образом, с учетом (11) будем иметь 
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Отсюда, учитывая, что среднее значение непре-

рывной функции не превышает ее максимального 

значения, получим требуемое неравенство (9). 

Из утверждения (3) следует следующее: либо 

максимум первого слагаемого функционала (6)  

на шаре M не превышает величины ε2ρ2, либо 

максимум второго слагаемого на шаре M не 
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Ввиду того, что неравенство (13) справедливо 
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что и требовалось доказать. 
 

Заключение 
 

Таким образом, полученные результаты позво-

ляют оценить погрешность любой модели авиаци-

онного двигателя и тем самым оптимизировать мо-

дельные и натурные испытания по отработке систем 

оценки технического состояния как отдельных уз-

лов, так и всего двигателя. 
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