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МАТЕМАТИЧЕСКАЯ МОДЕЛЬ ДИССИПАТИВНЫХ ПРОЦЕССОВ В ПЛАЗМЕ  

В УСЛОВИЯХ СУЩЕСТВЕННОЙ НЕСТАЦИОНАРНОСТИ И НЕОДНОРОДНОСТИ 
 

Представлена система уравнений моментов функции распределения в диссипативном приближении ме-
тода локального термодинамического равновесия, не требующая в отличие от известных предположения 
о несущественности изменения диссипативных характеристик на длине и за время свободного пробега. 
 
локальное термодинамическое равновесие, диссипативные процессы, вязкость, теплопроводность 

 
Введение 

 
Развитие математических моделей процессов в 

электроракетных двигателях (ЭРД) в последние годы 

демонстрирует существенную роль диссипативных 

процессов в балансе импульсов и энергии компонент 

плазмы в ЭРД, прежде всего – электронов. Общей 

характеристикой диссипативных процессов (тепло-

проводности и вязкости) является наличие переноса 

энергии или проекции импульса в направлении, в 

котором отсутствует или является несущественным 

перенос частиц. Наиболее ярко такие процессы про-

являются в стационарном плазменном двигателе 

(СПД), схема которого представлена на рис. 1. 

 

 
Рис. 1. Стационарный плазменный двигатель 
 

Важной особенностью режима работы СПД яв-

ляется наличие значительной азимутальной проек-

ции среднемассовой скорости электронов Ve. В 

рассеяниях на диэлектрической стенке (рис. 1) зна-

чительная часть Ve хаотизируется, что приводит к 

двум важным процессам: 

 радиальному потоку механической состав-

ляющей энергии электронов из плазмы на стенку и 

тепловой составляющей - обратно; 

 радиальному потоку азимутальной проекции 

импульса электронов. 

Характерно, что оба названных процесса проис-

ходят при незначительном радиальном потоке мас-

сы электронов через барьер плавающего потенциала 

между плазмой и диэлектриком. Таким образом, оба 

процесса должны описываться как диссипативные. 

Неучет таких процессов в любой математической 

модели СПД привел бы к значительным ошибкам в 

оценке энергетического баланса [1] электронов и 

механизма пристеночной проводимости [2, 3]. 

При этом плазма в СПД, как и в большинстве ти-

пов ЭРД, характеризуется длинами свободных про-

бегов, не малыми по сравнению с размерами облас-

тей движения компонент. 

Таким образом, в плазме ЭРД диссипативные со-

ставляющие плотностей потоков импульса и энер-

гии не могут рассматриваться как слабо изменяю-

щиеся на длине и (в нестационарных режимах) за 

время свободного пробега. 

Постановка задачи. Состояние проблемы. При 

построении математических моделей процессов в 

газах (в том числе, и плазме) конкурирующими яв-

ляются два метода описания: кинетический и газо-

динамический. Первый подразумевает решение ки-

нетического уравнения [4]: 

 А.В. Лоян, С.Ю. Нестеренко 
АВИАЦИОННО-КОСМИЧЕСКАЯ ТЕХНИКА И ТЕХНОЛОГИЯ, 2006, № 7 (33)



Аэродинамика, динамика, баллистика и управление полетом летательных аппаратов 

 

12

t
ff

m
Ffv

t
f

v 









,  (1) 

где f – функция  распределения частиц по ско-

ростям;  v  – скорость; F


 – сила; v – градиент в 

пространстве скоростей; 
t
  – изменение в единицу 

времени в результате столкновений. 
Второй метод предполагает решение газодина-

мических уравнений для отыскания непосредствен-
но объемных характеристик: концентрации частиц, 

плотности импульса, плотности энергии. 
При этом кинетический метод наиболее точен в 

постановке задачи, но требует чрезвычайно слож-
ных математических и вычислительных средств для 

решения. Газодинамический метод более прост в 
решениях, но менее точен в исходной постановке. 

Последнее определяется следующим обстоятель-
ством. Газодинамические уравнения записываются 

как уравнения моментов функции распределения 
(УМФР) – уравнение для плотности какой-либо ха-
рактеристики получается умножением каждого из 

слагаемых (1) на соответствующую характеристику 

одной частицы (1 – для количества частиц, m v  – 

для импульса, mv2/2 – для энергии) и последующим 

интегрированием по всем значениям скорости. Тра-

диционным для электрогазодинамики является ис-
пользование уравнений неразрывности, движения и 

энергии: 
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где n – концентрация; Vn


  – плотность по-

тока частиц; V


 – среднемассовая скорость; 

Vnmmpv


  – плотность импульса; km  – ком-

понента  кинетического тензора (тензора плотности 

потока импульса); 
m

mmv 2
1  – плотность энер-

гии; q  – плотность потока энергии; mEqw /


  – 

электростатическое ускорение; mBq /


  – цикло-

тронная частота. 
При этом: 

vV 
 ;     mkmkkm vvnm ,       (5) 

2

2vnm
v  ;     

2

2vvnm
q



 ,             (6) 

где  – символ осреднения по скоростям. 

Приближенность газодинамического описания 
обусловлена двумя основными проблемами: 

 невозможностью без использования явного 

выражения для f записи правых (столкновительных) 
частей (2) – (4); 

 принципиальной незамкнутостью системы 

УМФР: при записи уравнения момента очередной 
степени наиболее высокое в (1) по порядку скорости 
второе слагаемое правой части вводит три момента 

более высокой степени, не содержащиеся в преды-
дущих уравнениях. 

Проблема незамкнутости системы УМФР более 
очевидно проявляется при введении так называемой 

сопутствующей системы координат (ССК) – инер-
циальной системы отсчета, в которой мгновенное и 

локальное значение среднемассовой скорости равно 
нулю. В дальнейшем параметры, вычисленные в 

ССК, обозначены индексом . Уравнения (2), (3) в 

таких параметрах выглядят так: 
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где Pkm – компонента тензора давления (кине-

тический тензор в ССК): 


mkkmkm vvnmP  ;  (9) 

Vvv
  .  (10) 

Выражения для плотности и плотности потока 

энергии (6) можно записать так: 
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где g  – плотность потока энергии в ССК: 

2

2 




 vvnm
qg  .  (13) 

Уравнение неразрывности (7) пишется как фор-
мула для отыскания концентрации n, но содержит 

три неизвестных проекции среднемассовой скорости 

V


. Уравнение движения (8) пишется как формула 

для отыскания трех последних, но содержит шесть 

новых неизвестных компонент тензора давления 

Pkm. Бесперспективность попыток получения замк-

нутой системы УМФР проявляется в том, что в 

уравненении энергии (4) уже не ставится задача 
отыскания всех компонент тензора давления, но 

только полусуммы его диагональных слагаемых 
(11). В редких случаях [5] уравнения для каждой 

компоненты тензора давления все-таки записывают 
как исходные, не предлагая однако рецептов вычис-

ления вновь появляющихся в этих уравнениях ком-
понент тензора третьего ранга: 
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При этом уравнение энергии (4), (12) также со-

держит и новый неизвестный вектор g  плотности 

потока энергии в ССК. 
Обе названные проблемы снимаются в электрога-

зодинамике искусственно введением предположения 
о виде функции распределения. Именно, в представ-

лении о локальном термодинамическом равновесии 
(ЛТР) функция распределения в каждый момент вре-

мени в каждой точке считается равновесной (мак-
свелловской). Равновесное распределение характери-

зуется равенством нулю величины g  и скалярностью 

(равенством нулю недиагональных и друг другу – 

диагональных компонент тензора) давления. 
Приближение ЛТР безоговорочно применяется 

при этом к вычислению столкновительных правых 
частей уравнений системы УМФР. Факт же, что 

равновесная функция распределения является реше-

нием (1) только при неизменных в пространстве и во 

времени параметрах, учитывается внесением дисси-
пативных поправок:  

 тензора вязкости km: 
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 теплопроводности, которая и есть, собственно, 

плотность потока энергии g  в ССК. 

В новых переменных уравнение (8) может быть 

записано так: 

     

.
t
p

Vnwn
x

i

PVnVmVVnmVn
t

m

v

km m

km
k 




















  (18) 

С учетом симметричности и очевидного из (15)  

(17) равенства нулю суммы диагональных компонент 

тензор вязкости содержит пять независимых пере-

менных. Вместе с тремя проекциями g  они состав-

ляют восемь скалярных неизвестных. В приближении 
ЛТР система УМФР замыкается дополнением ее 

уравнениями вязкости и теплопроводности [4]: 
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Уравнения (19) и (20), а также способы вычисле-

ния коэффициентов вязкости  и теплопроводности 

 применимы [4] при значительно более сильных, 

чем для системы УМФР, предположениях: 

1. Компоненты тензора вязкости существенно 
меньше величины давления. 

2. Величина g  существенно меньше комплекса 

(kT)3/2m1/2. 

3. Функция распределения имеет вид: 
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где f0 – максвелловская функция распределения 

в ССК. 

4. Функции F и Fg имеют вид: 
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5. Относительное изменение величин диссипа-
тивных поправок в пространстве мало на длине сво-

бодного пробега. 
6. Относительное изменение величин диссипа-

тивных поправок во времени мало за время свобод-
ного пробега. 

7. В процессах вязкости и теплопроводности 
главную роль играют рассеяния друг на друге час-

тиц одного сорта. 
В силу названных выше причин последние три 

предположения в плазме ЭРД не выполняются, и 
существующие способы учета диссипативных про-
цессов неприемлемы для описания ЭРД. 

Спорность выражений (19) и (20) в отношении 
процессов в плазме ЭРД в значительной мере усу-

губляется также наличием в последних магнитного 
поля с немалым (чаще – большим) параметром Хол-

ла для электронов. Рекомендация в выражениях для 
вычисления коэффициентов вязкости и теплопрово-

дности в сильном магнитном поле использовать ци-
клотронный радиус вместо длины свободного про-

бега является лишь качественной и не охватывает 
случаи, когда названные размеры сопостоавимы. 

Задача данных исследований. Задачей данной 
работы является получение выражений для диссипа-

тивных поправок при использовании предположений 
не сильнее тех, в которых записаны уравнения нераз-

рывности (7), движения (18) и энергии (4), (12). 
 

Решение поставленной задачи 
 
Процесс на траектории. Уравнение изменения 

во времени и в пространстве величин km записыва-

лось непосредственно из (1) в предположениях 1, 3. 
Использование предположения 1 позволило пренеб-

речь величинами km по сравнению с давлением P в 

слагаемых, в которые km и P входят симметрично. 
Предположение 3 позволило ограничиться рассмот-

рением вектора g  вместо тензора третьего ранга 

gkmn ввиду зависимости: 
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где k
  – вектор-строка тензора km: 

 
m

kmmk i .                         (25) 

Уравнение изменения во времени и в простран-

стве величины g  записывалось непосредственно из 

(1) с использованием предположения 2, а также ана-

логичного ему предположения о малости по сравне-
нию с максвелловскими немаксвелловских состав-

ляющие тензора 4 ранга, возникающего в уравнении 
теплопроводности: 
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В результате получено: 
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 (27) 

Процессы в столкновениях. Предположения (3) 

и (4) были использованы при вычислении столкно-
вительных слагаемых в правых частях (24) и (27). В 

случае рассеяния однородных частиц полученные 
выражения имеют вид: 

km
km
t





5
3 ;  (28) 

g
t
g 






5
2 ,                              (29) 

где  – эффективная частота столкновений: 

trvn  ,                             (30) 

где tr – транспортное сечение. 
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При рассеянии разнородных частиц выражения, 

соответствующие (28), (29), включают также сла-

гаемые, содержащие разности среднемассовых ско-

ростей компонент, разности температур, разности 

диссипативных поправок и в общем случае являют-

ся достаточно громоздкими. Однако, при описании 

именно электронов (наиболее возмущенной компо-

ненты плазмы в ЭРД) эти выражения существенно 

упрощаются ввиду значительной разницы масс 

электрона и остальных частиц в плазме. 

 
Заключение 

 
Сформулирована система уравнений моментов 

функции распределения с учетом диссипативных 

процессов.  При этом, в отличие от общепринятого 

описания: 

 уравнения изменения во времени вязкостной 

поправки km к компоненте кинетического тензора и 

кондуктивной поправки g  к плотности потока энер-

гии получены без предположения о несущественно-

сти изменения названных поправок в пространстве 

на длине и во времени – за время свободного пробе-

га; 

 в записи левых частей названных уравнений не 

использовано предположение о конкретной зависи-

мости функций F и Fg в (22); 

 предположения (22) использованы только в 

выражениях для изменения величин km и g  в 

столкновениях, что соответствует общему уровню 

точности записи столкновительных слагаемых в 

системе УМФР, в том числе и в уравнениях нераз-

рывности, движения и энергии; 

 в полученных уравнениях роль магнитного по-

ля в диссипативном переносе импульса и энергии 

отражена на общем для кинетики уровне точности и 

не требует малообоснованных аналогий между цик-

лотронными и столкновительными процессами. 

Полученные уравнения вязкости (24) и тепло-

проводности (27) содержат как частный случай 

«классические» (19), (20) и вырождаются в них при 

выполнении условий, в которых последние получе-

ны: 

 неизменность всех параметров во времени; 

 неизменность всех параметров, кроме средне-

массовой скорости в (24) и температуры в (27), в 

пространстве; 

 однородность среды; 

 отсутствие магнитного поля. 

Таким образом, полученная система уравнений: 

является во многих случаях более точной и ни в од-

ном случае – менее точной, чем "классическая", и не 

треубет для анализа качественно более сложных 

аналитических и вычислительных средств. 
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